|nterpolation, approximation et
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|nter polation :
la fonction uh(x) passe exactement par les
points. Valeursinterpoléesentrelespoints et

valeurs extrapoléeshorsdel’intervalle.

Par ameétres inconnus

Approximation :
la fonction uh(x) ne passe pas par les points,

mais s en rapproche selon un critére a définir
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|nterpolation
polynomiale par
morceaux...




Comment construire les

i w(€) = (1-9¢)
fonctions de base ? auial
Wi(E) = Ui d(€) + Ui éu(€) 0<£<1
i) = Ui (1-8& + Uié 0<¢<1
_ (- Xi)
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e probleme d’ Alphonse
approximer u(x) par une fonction
linéaire par morceaux au sens des
moindres carres...
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J(U;L,Ug,...,Un}:/ (u(m]—Zgﬁ:j(m) U_,,-) du.
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On souhaite maintenant minimiser
I"intégrale du carré de I’ écart entre
u(x) et un(x)




Un peu d’ algebre avec
Alphonse
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. Bu = ¢
By = [ ¢iz)g(z)de
b
Ci = @iz )u(x)da R ) )
a B peut étre calculée analytiquement
C doit étre calculé numériquement




Comment écrire B avec Matlab ?

X =112 3 4];
n = length(X); % nonbre de points
h = diff(X);

hauxl = ([h 0] /6)';
haux2 = ([0 h] /6)';
A = spdi ags([ haux1 2*(hauxl+haux2) haux2],[-1 0 1], n,n);

>>f ul | ( A*6)
ans =
2 1 0 0
1 2+2 1 0
0 1 2+2 1
0 0 1 2
Notations du programme d’ Alphonse: A.U=b >>
B.U=c

Notations des notes de cours:



Comment intégrer C
avec Matlab ?

B(ielem) =B(ielem +quad8('bl', Xl eft,Xright,[],[],X eft, Xright);
B(i el emtl)=B(ielemtl)+quad8(' b2', Xleft, Xright,[],[], Xl eft, Xright);

function y = bl(x, Xleft, Xright)
y = u(x) .* (Xright - x) / (Xright - X eft);

function y = b2(x, Xl eft, Xri ght)
y = u(x) .* (x - Xleft) / (Xright - Xeft);

Notations du programme d’ Alphonse :
Notations des notes de cours:
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By = l@[f)‘f’j{m}di"

b
C; = f di(x)u(z)dz




Approximation linéaire par

MOrceaux

Pourquoi calculer une
approximation, alors que
I"inter polation fournit
guasiment un résultat aussi
précis?
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L"approximation aux moindres
carrésfournit la courbe

approchée u" qui minimise
I’intégrale de (u-uh)2




Et I’ APP2 : lasolution
d’ Alphonse...
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Convergence

lim e"(z) =0 pour z € [a, b].

C

le*(z)] < (2 = Xo)(z = Xq)(z = Xy)--- (z = Xy)|

(n+1)!

e*(z)] < Ch™H! Xo<z <X,

Borne d'erreur

eh(z) =~ O(h"t?)

Borned'erreur pour uneinterpolation polynomiale
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Et une toute petite
amélioration. ..

subd =
Xnew = [ X(1)];
for(ielenrl:e)

Xleft = X(ielem;
Xright = X(ielemtl);
nsubd = subd(i el en);

Xnew = [ Xnew Xl eft +[ 1: nsubd] *( Xri ght - Xl ef t )/ nsubd]

end

ceil((e* (E./ tol).”2).7(0.25));

mq
-) Figure No. 3 o ] 4|
File Edit Yew Insert Tools Window Help
IDsEda/ "A A/ 2P0
L2 error= 0.0518 adaptive n = B3
100 T T T
1
1:5 2 24 5!




Splines cubiques :
interpolation C?
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Dérivées secondes quel'on va calculer afin
d'obtenir une courbe globale C?

W (€) = Uiodo(€) + Ulohr(€) + Ui da(€) + UY'103(€)

Valeurs
nodales

Systéeme de n-1 éguations a n+1 inconnues
|| faut 2 conditions supplémentaires




Et les petites conditions
supplémentaires...

VAWANEA

L Spline cubique encastr ée

Spline cubique naturelle

L Spline cubique extrapolée

Et quid pour une courbe fermée ?
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1 41 4 Uo — 2U1 + Ui

1 4 1 54 Uy =20, + Uy

1 41 Uy Uy —2U; + U4

1 1 4 9 Uy - Us —2Uy + Us
5 _ _ ; 5
L4 o, :

= } Un-1 Un-y = 2Up-1 + Uy
A R | 0 !

Spline cubique naturelle avec

des abscisses équidistantes Pratl quement e

i=Uisn  hi(2UL, + UY "
ubi(z) = Ui+ (L'L h? L, e €+D )) (x — Xj-1)

Tfj
+ (b“;) (2 — X1 )?

vl —ut -




Et les B-splines::

approx. C= (3
' o3 (€rx. () Xpa g <Xy
. s (Eixi,xi] ) Xia<z <X,
i) = 4§ =
#ile) ?il(fx x+1{“i") X<z < Xiny
bo (‘S[X +1:Xiya] ) Xiyt €2 < Xiya
[ 0 Xiyz2< 1z

ol les fonctions de forme locales ¢; sont définies par :

bo(z) = EH1-¢)?

or(x) = L(4-662+3€
da(x) = §(1+3€+3¢ -3¢
s(z) = ()




L es B-splines pour une
courbe fermeée...

U A effectuer atitre
d’ exercice
complémentaire




Une application
des B-splines
TheArt of

3D Computer
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4 5

q I

Www.pixar.com



Plan des cours
de méethodes
numMeriques

36 pages

Comment approximer
unefonction ?

20 pages

Comment intégrer
numériguement
unefonction ?

Comment dériver
numériguement
une fonction ?

20 pages

Comment résoudre numeériguement
une équation différentielle ordinaire ?

MATHEMATIQUES
ET
METHODES NUMERIQUES
coomii fes mapests facdbeus
du ealeul sur un erdinatear

¥. Legat

Comment résoudre
numériguement un
probleme aux
valeursinitiales ?

Comment résoudre
numériguement un
probléeme aux
conditionsfrontiéres ?

Et les équations non-
linéaires ?




|ntégration
numérl que Qu(’il)crtreas‘::ilrjnreel'i:ntégraledéfinieI en

effectuant une somme pondér ée
desvaleursu(X,)

b
= f u(r) dz
x Abcisses d'intégration

calculéesapriori

|

I &2 Ih = Z ’EUT;H(X{_)
=0

Et=1-1" I

Poidscalculésapriori




Une surface aintégrer....

Comment |'intégrer sur un ordinateur ?



Prise de mesures...

Sinon,

S X,=aet X, =D,

méthode fer mée
méthode ouverte




Simplifions,
standardisons,

| |

F= [u@a = [ @) e = / ey L5

NE wu E




Meéthodes d'intégration

M éthodes a pas égaux :

Régles de Newton-Cotes

Méthodes a pas inégaux :
Regles de Gauss-L egendre

M éthodesrecursives:

Extrapolation de Richardson
M éethodes de Romberg

M éthodes adaptatives:

ou les méthodes numériques
intelligentes...




Avec l'Interpolation polynomiale,

tout est facile...

Ih

I =~ :r)d:r

Q

u( X;)pi(x)dx

1=0

m 1
~ Z?L(Xi)f ¢i(r)dx
i=0 il ,

=
w;

!
f u(x)dr
-1

A T

(méthode des trapéees) od = 1

|
f wlx)dr
-1

%{—l l-—{.lu-l*—iq

(méthode de Simpson) o = 3

fl il e
-1

%I.-r_|+ {_gj.q-l'- Igj.q-l'-l (f

(méthode de Simpson E]I d=13

/: II ufz)dr

&

—f' |+12 g- I,-‘2+u{ﬂ+ Uiz + HE,

{méthode de Boole) d=25

Quelques pages du grimoire de Gargamel




Comment /.« -
obtenir les |
formules )
magiques ?




Calcul des poids

1 B 2
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AVec une Interpolation
polynomiale de degré 2, on
Intégre exactement un
polynOme de degré 3....

1 2n4l1 1 1 1 i
i . 23 2j+1
a; £ dr = az; zdr  + A2j+1 T dx
-1 =0 -1 j=p =1 g

e il

=0

- i d
IIZ%T £

=0

Une formule symétrique
developpée pour un degrén pair a
un degréde précision n+1

L'intervalle d'intégration ne doit pas étre symérique !
Le changement de variable ne change en rien la précision de la méthode.



|ntroduisons .
T_rapezes h=(b-a
le symbole h ol e

hf2
/ u(z)dr =~ % (Ur_hfg—}— Uhﬂ)
iy

(méthode des trapezes) d =1

Q

|

h
f u(z)dz (U_h+4 Uy + Uyp)
—h

(méthode de Simpson) d =3

2

2h
/ u(z)dz R (TU_ap+32U_p+12Uy +32 Uy + 7 Uypy)
—2h

(méthode de Boole) d =5




Meéthode
composite des
trapezes

|| S'agit d'uneinterpolation
linéair e par mor ceaux !

/

Xn
f u(z) dr
Xop
T X:I:
Zf u(z) dz
i=1 Xi—l

En utilisant la regle des trapézes (2.7)
pour chaque sous-intervalle

Sl
ZE (Lri'_l . U;;)

i=1

%(Un +2Uh +2Us+... +2U 1 + U,)

Ag X1 Az o Ap-14n



M éthode F= [
compositede - 5 /* s
Si m p&)n En utilisant la régle de Simpson (2.7)

pour chaque sous-intervalle

mn

(]

2h
5 (Usi—a +4 Usi—1 + Us;)
J'_“.;-Ff_"‘-n.\_\_‘-L l

i

|| sSagit d'uneinter polation

. = 2h (T 4+ AU + 20U + AU + 20U + .. . + 4Usp— fon
quadratique par morceaux ! L (U + 4Us + 2Us + 4U3 +2Us + ... . + 4Usn—1 + Usp)

w(x) E .
ik
(X2, Xq] T

I
1 I
b

| | |
| i | 1 |
| ! | . . I l
I i I I I I I n intervalles juxtaposés de longueur 2h
Xo: Xp KXo o X s K 2n+1 abscisses d'intégration




Comment estimer
I'erreur de
discrétisation ?

Erreur del'interpolation
polynomiale €'(x)

Erreur del'intégration
nmérigue EN(x)




Estimation de |'erreur

de laméthode de Simpson

ult

B P aWe
EF = Zl/:h 4551) (z —h)z(z+ h)(z — a) dz

n et h sont deux parametresliés entre eux !
h = (b-a)/2n

: (4) (4)ig.
En définissant = d!(ﬂ = max; - ,JEI}

o
n[ (&) (z — h)z(z + h)(z — a) dz

-

Cd(b = rl)

< g
- 180 L

S |
4
uDg) ([ :
< n m (/ g:z(g:—h)(ﬂr—}—h]d:z:—a-/ ($—h)3}(ﬂ}+h}dg:)
- ~h —h
: =0
(4) 5 2..3
< oY I(f) F:__h:c}
4! 5) 3 "
S —-n ?L“} (é-) h.’:
90
Car 2nh = (b — a) pour une méthode composite de Simpson
(4)
< —(b-aq) ut”(§) X

180

Degréde précision =3
Ordredeprécision =4



Combien de sous-intervalles pour
obtenir une précision donnee ?

- 12 n

hy2 3
f u@)de = 4 (Upp+ L) — e ()
—h/2
7 » ¢, (b—a) <
|Eh| b Sl B (méthode des trapezes) O(hz) 12 & 3 .

h ) Cg(b _— ﬂ-)ﬂ
f uw(z)dz = L2(U_n+3Up+ Upn) — HulP(€) =
L 12¢
|Eh| < Ci (1{)8; a) ht (méthode de Simpson) O(hd)

2h
/ u(z)ds = 2 (7 U +32 U_p+ 12 Up + 32 U + 7 Unp) — 20 (¢)
—2h

205(5 = ﬂ‘,)
945

h® (méthode de Boole) O(h®)




Méthodes a pas Inégaux :
GalJSS_ L egendre Simpson sur un intervalle

f_ 11 p(z) 0

2n4-1

1
E / a; T’ as
i=p Y1

n

j=0

2
3 @Gt T 0
§=0

1 n 1
29 2741
E / (25T Yie + E j (2541 o
=1 §=0 -1

Degré de précision = 3
> wep(Xi) , Nombre de points = 3

k=0

Choisir des abscisses équidistantes n'est pa
le meilleur choix !

En développant le polynéme,

2n41

- i Gauss-Legendre sur un intervalle
: X
gm ; e Degréde précision = 2n+1
Nombre de points = n+1

En séparant les termes pairs et impairs,
n

n n "
24 2541
E ?ﬂkE as,; X, + E W E a2j+1X},
j:ﬂ k=0 j:n

k=0

En effectuant les intégrales,

n n p n
2j 2j+1
E W as; X, + E W E azjt1 X,
k=0 j=0 k=0 j=0



La maniérela plus efficace et la plus précise
d’intégrer sur un intervalle donné (et borné!)
un polynéme de degré 2n+1 dont on connait
les coefficients est d’utiliser uneregle de
Gauss-L egendre avec n+1 points.

Vrai ou Faux ?

n+1

b

b IR, S
0.000000000000000
0.577350269189626

0.774596669241483
0.000000000000000

0.861136311594053
0.339981043584856

0.906179845938664
0.538469310105683
0.000000000000000

0.932469514203152
0.661209386466265
0.238619186083197

Wk, Wn—k

2.000000000000000

1.000000000000000

o0 o

0.555555555555556
().888883888888889
0.347854845137454
0.652145154862546

0.236926885056189
0.478628670499366
0.568888888888889

0.171324492379170
0.360761573048139
0.467913934572691

Evaluation S5 : vral ou faux...




