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��������� ���� �� � ��!"#�� $%�&$%�� '(" ���� �� #�� �#� � ��� #��!��� ��%�� ($%�"!�� ���)
&!�(�!#�* +�""� ($%�"!�� ��#� "�%,�%#� (�#!"� ��%� &� -�#'� ���.��"!����&&�

f(x) = 0.

/(��%�#� &�($%�"!�� f = 0 � � �#� �# &�� 0(#�� �� f �% &�� �1&�� �� 1/f ���" ��� ���#���!��� ($%!)
.�&��"��* +� 2��#� �� �#�3&4'� �� #�����"#� ��%.��"� $%�!& ���2!��� �� �("�#'!��# &� ��!�" �� -���)
"!����'��" ��%�� �!��� ����#4� �� ��#��"(#!�"!$%�� &� ������"#�"!�� ��%�� ���4�� � !'!$%� ����
%� '(&��2� #(��"!����& �% &� -#($%���� �� ��%�%#� ��%� 5&"#� (&��"#!$%�* �� ����.!��2�#�! !�! $%�
��� -���"!��� #(�&&��* 6� ��%" 7"#� �'��( 8 � �#� �# "�%"�� &�� ��&%"!��� �� f = 0 � �% ��%&�'��"
$%�&$%�� %��� �% %�� ��%&�� &� �&%� ��"!"� ��# ���'�&�* 9� ��� ��#"!�%&!�# !'��#"��" ��" ��&%! �: f
��" %� ��&;�1'� < �� ��!" �&�#� $%� &�� #��!��� ���" #(�&&�� �% ��%� 8 ��%� ��'�&���� ���,%2%(���
�� ��'3#� (2�& �% ��2#( �% ��&;�1'�*

=& ��" #�#� $%� ,� �%!��� (�#!#� %�� ��&%"!�� ���&;"!$%� �� &�($%�"!�� f = 0 < �� -�!"� ��&� �� ��
�#��%!#� $%� ��%# &�� ��&;�1'�� �� ��2#( !�-(#!�%# �% (2�& 8 > �% ��%# $%�&$%�� -���"!��� �!'�&��*
?� ����($%����� "�%"�� &�� '(" ���� 2(�(#�&�� �� #�� �#� � �� #��!�� ���" ��� '(" ���� !"(#�"!.�� <
��#"��" ��%�� ��&%"!�� ���#�� (�� , ��3"!���#�! %�� �%!"� �����#��!'�"!��� �� �&%� �� �&%� �#(�!���*
�� ��.#�! ���� '� �#(���%��# �� &� ���.�#2���� �� &� '(" ��� �" �� &� .!"���� �� ���.�#2����� ,�
��.#�! �(5�!# %� �#!"4#� ���##7" ��� !"(#�"!��� �" �#(.�!# &� #1&� ��� �##�%#� ���##���! !�(.!"�3&��
���� "�%" ��&�%& �%'(#!$%�* ��!��!�"� �%# &� -�!" $%��%�%�� '(" ��� ����%� �� -���"!���� @��
�.�%2&�A B �� ��!" "�%,�%#� �.�!# %�� �����!������ �% '�!�� ���#��!'�"!.� �� &��'�&���'��" ��
&� #��!��* �� .�%� #���''���� .!.�'��" �� "#���# &� 2#�� � �� &� -���"!�� ��%# �.�!# %�� !�(� �%
��'3#� �" �� &� ���!"!�� ��� 0(#��*
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�� '�!�"(#���� 8 %�� -���"!�� f(x) ���"!�%� �%# &�!�"�#.�&&� I = [a, b] �" "�&&� $%� f(a)f(b) < 0 *=& �(��%&� �� ���  ;��" 4��� $%� f �����%&� �% '�!�� %�� -�!� ���� I �" ����" �� 0(#� $%� ,� ��% �!"�
&���&!��# �#(�!�('��"* K� ���%��)���� ��##��������" 8 &��&2�#!" '� �� 3!����"!�� ��(�#!"

����# xg := a � xd := b � nit := 0 <"��" $%� |xg − xd| > TOL �" $%� nit < NITMAX
-�!#�

����# xm := (xg + xd)/2
�! f(xg)f(xm) < 0 �&�#� xd := xm�!��� xg := xm!��#('��"�# nit

�L� �# nit � x∗ = (xg + xm)/2 � f(x∗)

K� �#!��!�� �� &� '(" ��� ��" -��!&� 8 ��'�#���#�* �� ��&�%&� &� .�&�%# �� &� -���"!�� �% '!&!�% ��
&�!�"�#.�&&� [xg, xd]

�" , ��3��#.� &� � ��2�'��" �� �!2�� B ��!& �� �#��%!" ��"#� xg
�" xm

� ����" $%�
&� #��!�� �� "#�%.� ���� ��" !�"�#.�&&� < ���� �� ���� ,� #��(5�!� &� 3�#�� �#�!"� �� &�!�"�#.�&&� �" ,�
#���''���� < &� #�!�����'��" ��" ��'3&�3&� �! &� � ��2�'��" �� �!2�� �� �#��%!" ��"#� xm

�" xd
*

M � �$%� !"(#�"!��� &�!�"�#.�&&� $%! ���"!��" &� #��!�� .�!" �� &��2%�%# �!.!�(� ��# N*
+�''� ���� "�%"� '(" ��� !"(#�"!.�� , ��! �% �(5�!# %� �#!"4#� ���##7"� !�! &� -�!" $%� &� &��2%�%#

�% ��2'��" [xg, xd]
��.!���� !�-(#!�%# 8 &� ����"��"� TOL * =& �� ��%##�!" $%� ��""� ����!"!�� ��
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�� N

��!" ,�'�!� #�'�&!� B ����" ��%#$%�! ,� �%#.�!&&� �%��! &� ��'3#� ��!"(#�"!��� �" , ��##7"� &� ��&�%& �!
nit �(����� NITMAX * ���%#�!� �% �%��! 3!�� � �!�!# &� ����!"!�� f(xm) < SEUIL ��''� �#!"4#�
���##7"*

+�""� (3�%� � ��" !���'�&4"� B �%"#� &� -�!" $%� &�� ����"��"�� TOL �" NITMAX �� ���" ���
�(5�!��� ,� ���! #!�� �#(.% ��%# &� ��� �: f(xm) = 0 * �� �&%�� !& ��" �(�����!#� $%� a < b �" $%�
&�!�"�#.�&&� I �� ���"!���� $%�%�� #��!��*

+�������"� %�� -�!� �'(&!�#(� &��&2�#!" '� �� �!� �"�'!� �#(���"� �� ��'3#�%� �.��"�2��* K�
���.�#2���� ��" ��#"�!�� �4� &�#� $%� &�� ����!"!��� �#(�(���"�� ���" #�'�&!�� < &� �#�2#�''�"!��
��" "#4� �!'�&� < &� ��&�%& �� f ��� ��� 3���!� ��7"#� "#4� �#(�!�� ��#�� $%� , �%"!&!�� �� -�!" &� �!2�� �� &�
-���"!�� �" ��� �� .�&�%#* K� �(��.��"�2� ��" $%� &� ���.�#2���� ��" ����0 &��"� < ��''� &�!�"�#.�&&�
�: ��%" �� "#�%.�# &� ��&%"!�� ��" �!.!�( ��# ��%� 8 � �$%� !"(#�"!��� ,� �!� $%� &� ���.�#2���� ��"
���#��!'�"!.�'��" &!�(�!#�*

K� 52%#� '��"#� %� ���'�&� �� #�� �#� � �� #��!�� �� &�($%�"!�� x2 = cosx
#(�&!�( ��%� 
�!&�3*
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+�� '�"� &�"!�� �#42&� ��� -�%���� ���!"!���� %�� ���#���!�� $%! ��"� �% 	�!4'� �!4�&�� �(�!2���"
%�� .�#!��"� �� &� '(" ��� �� �!� �"�'!� $%! %"!&!�� %�� '�!&&�%#� ��"!'�"!�� �� &� ��%.�&&� �3��!���
�xm

��%# &� 3!����"!���*� � �$%� !"(#�"!�� �� &��&2�#!" '� �#(�(���"� ,� �����!� ��%� �3��!����� xg
�" xd

� $%! �����#��"
&� #��!�� !�����%� x∗ * K�� ��'3#�� yg = f(xg)

�" yd = f(xd)
���" ���� �� �!2��� ���"#�!#�� �! 3!��

$%� &�� ��%� ��!�"� ��xg, yg
� �" ��xd, yd

����" �!"%(� �� ��#" �" ���%"#� �� &���� ��� x* K� ��#��
�� ��%�� ���� ��" ��� �� %� ��!�" �� &�$%�& ��#� @����0 �#�� �A �� x∗ < ,� � �!�!#�! xm

��''�
��%.�&&� 3�#�� �� &�!�"�#.�&&� ���"����" &� #��!��� 3�#�� 2�%� � �! &� � ��2�'��" �� �!2�� �� f ��
�#��%!" ��"#� xm

�" xd
� 3�#�� �#�!"� ���� &� ��� ���"#�!#�* =& '� #��"� 8 �("�#'!��# &��3��!��� xm

B

xm = xg − yg

xg − xd

yg − yd

= xd − yd

xg − xd

yg − yd

.
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K� ���.�#2���� ��" ��%.��" �&%� #��!�� $%��.�� &� '(" ��� �� 3!����"!��* ���! � �!�! ��''�
���'�&� &� '7'� ($%�"!�� $%��% ��#�2#�� � �#(�(���"� $%! -�!" !�"�#.��!# %�� -���"!�� 8 .�#!�"!��
#(2%&!4#� ��%# &�$%�&&� &� ���.�#2���� ��" "#4� #��!��* ���� �! �#�5"( ��%# '��!5�# &� �#!"4#� ���##7" B
&� ��&�%& ���##7"� �4� $%� ��%� ��"!'�"!��� �%�����!.�� �� &� #��!�� ���" @����0 .�!�!���A B |x(n) −
x(n−1)| < TOL *

� DE
F��G �� ����
 ��G �� �	�
E��
���

�� '� �#����� �� #(��%�#� &�($%�"!��

x = f(x). �	�


�%"� ��&%"!�� �� ��""� ($%�"!�� ������&&� %� ��!�" 5�� �� &����&!��"!�� f �&�!'�2� �� x ��" x
&%!)'7'��* �� .�!� �#��(��# ��# !"(#�"!��� �%�����!.�� 8 ��#"!# ��%�� ��"!'�"!�� x(0) �� &� ��&%"!�� B

x(n+1) = f(x(n)). �N�

K�($%�"!�� �N� ��'�" %�� !�"�#�#("�"!�� 2(�'("#!$%� �!'�&�* K� ��&%"!�� x∗ �� �	� ��" &� ��!�"
��!�"�#���"!�� �� &� �#�'!4#� 3!����"#!�� ��#�!"� ��($%�"!�� y = x� �" �� &� ��%#3� ��($%�"!��
y = f(x)* K��#����(� f(x(0)) ��" &� ��%.�&&� �3��!��� x(1) < &� ��!�" ���x(1)� �� �(�%!" �% ��!�"
�x(0), f(x(0))� ��# %�� �;'("#!� �#" �2���&� ��# #����#" 8 &� �#�!"� y = x* +�""� ����"#%�"!�� ��
#(�4"� ��%# x(2), x(3), · · · ?� ����;��" �� #(��%�#� �	� ��%# �!.�#��� -���"!��� f � .�%� .�##�0 $%�
&��� ��%" #�����"#�# ��%� �!����!"!��� �� &� �%!"� x(0)x(1), · · ·� ��##��������" ��!" 8 %� ��!�" 5��
�""#��"!-� ��!" 8 %� ��!�" 5�� #(�%&�!-� ��''� &� '��"#� &� 52%#�*
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���: &� $%��"!�� B 8 $%�&&���� ����!"!����� &� �%!"� ��� x(n) ���.�#2�)")�&&�� �" .�#� $%�&&� .�&�%# �
K� #�!�����'��" ��" �!'�&� �" !& ��" #��#(���"�"!- �� ��'3#�%��� ("%��� �� ���.�#2����* �� �%�����
$%� &� -���"!�� f �" �� �(#!.(� f ′ ���" ���"!�%�� ���� %� !�"�#.�&&� I = [a, b] ��"�%#��" &� #��!��
x∗ * �� �&%�� f ��" "�&&� $%� a ≤ f(x) ≤ b �! x ∈ I * +�""� ����!"!�� !'�&!$%� $%� "�%� &�� x(k)

����#"!�����" 8 I �! &����#��!'�"!�� !�!"!�&� x(0) ����#"!��" 8 ��" !�"�#.�&&�*
K� #��!�� .(#!5� �	� B

x∗ = f(x∗).
�� �(5�! &��##�%# 8 &�!"(#�"!�� k

ek ≡ x(k) − x∗.
�� ��''���� ��# ���#!'�# &��##�%# 8 &�("��� k + 1 �� -���"!�� �� ek

ek+1 = x(k+1) − x∗ = f(x(k)) − f(x∗).

����#4� &� " (�#4'� ��� ���#�!���'��"� 5�!�� &� ������ '�'3#� ��(�#!"

f(x(k)) − f(x∗) = (x(k) − x∗)f ′(ξk)

�: ξk
��" ��'�#!� ��"#� x∗ �" x(k) * K� #�&�"!�� � �#� (� ��(�#!"

ek+1 = f ′(ξk)ek. ���



� ������� �� ������ �

��%# $%� &�!"(#�"!�� ���.�#2�� !& -�%" $%� &��##�%# �!'!�%� �� .�&�%# �3��&%� 8 � �$%� "�%#� �� $%!
��#� ���%#( �! |f ′(ξk)| < 1 $%�&$%� ��!" k * ���: &� " (�#4'�

�����	
�� 
�!" %�� -���"!�� f ���"!�%�'��" �(#!.�3&� �%# [a, b]
�" "�&&� $%� f(x) ∈ [a, b] �! x ∈ [a, b] * 
�!" ����#� M

"�&&� $%�

M = sup
a≤x≤b

|f ′(x)| < 1.

��%# "�%" x(0) ∈ [a, b] � &� �%!"� ��� !"(#(� x(0), x(1), . . . , x(n), . . .
���.�#2� .�#� &� ��&%"!�� �� &�($%�"!�� x = f(x). 6� � �� �&%�

lim
n→∞

x∗ − x(n+1)

x∗ − x(n)
= f ′(x∗).


�%� .�;�0 $%� &��##�%# ��" '%&"!�&!(� ��# %� -��"�%# !�-(#!�%# 8 %� 8 � �$%� !"(#�"!�� B �� �!"
$%� &� ���.�#2���� ��" &!�(�!#�*

K� '(" ��� �% ��!�" 5�� ��" �����&!��"!�� ����0 2(�(#�&� ��# 3��%��%� ��($%�"!��� ��%.��" ��
'�""#� ��%� &� -�#'� x = f(x)* K����'�&� �%!.��" #�'��"� 8 &�M�"!$%!"(* K�($%�"!�� x2 = a ��%"
�� '�""#� ��%� &�%�� ��� -�#'�� x = a/x �% x = 1

2 (x + a/x) $%! ��" ("( %"!&!�(�� ��%# ���#�� �#
√

a *
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K� 52%#� '��"#� &����&!��"!�� �� &� '(" ��� �% ��!�" 5�� 8 &�($%�"!�� x =
√

cosx < &��
����!"!��� �� ���.�#2���� ���" #�'�&!�� ���� ���	� �"� ����"!.�'��"� &� '(" ��� ���.�#2� .�#�
x∗ = 0, 824132 *

� DE
F��G �G �G�
��

K� '(" ��� �� ���"�� �����&!$%� 8 &� #(��&%"!�� ��%�� ($%�"!�� �� &� -�#'� f(x) = 0 * 
��
!�"�#�#("�"!�� 2(�'("#!$%� ��" ����(� �%# &� 52%#� �%!.��"�*



� ������� �� ������ �

0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 1.9
−1

0

1

2

3

4

x0x1x2x3

�� �!����� ��%�� ���#��!'�"!�� x(0) �� &� #��!�� < ,� ����"#%!" &� "��2��"� 8 &� ��%#3� ��($%�"!��
y = f(x) �% ��!�" ���3��!��� x(0) < ��""� �#�!"� ��%�� &����  �#!0��"�& �� x(1) < ,� ����"#%!" %��
��%.�&&� "��2��"� �� ��""� �3��!���� ���" &�!�"�#���"!�� �.�� &���� ��� x '� ����� x(2) * +� �#��(�(
��" !"(#( ,%�$%�8 ���.�#2����*

K�($%�"!�� �� &� �#�!"� �� ���"� f ′(x(k)) ������" ��# &� ��!�" x(k), f(x(k)) ��(�#!" y − f(x(k)) =
f ′(x(k))(x − x(k))* +�""� �#�!"� ��%�� &���� ��� x �% ��!�" ���3��!���

x(k+1) = x(k) − f(x(k))

f ′(x(k))
. �>�

+�""� ($%�"!�� �(5�!" &��&2�#!" '� �� ���"�� ��%# &� #(��&%"!�� ��� ($%�"!��� ���)&!�(�!#��*
�%�
����"�"�0 !''(�!�"�'��" $%� &� '(" ��� .� �!.�#2�# &�#�$%� $%� f ′ ��#� �%&&� �% '7'� ��"!"�* ?�
���"� �! &� ���"� �� &� ��%#3� ��" -�!3&�� &� ��!�" ��!�"�#���"!�� x(k+1) �� &� "��2��"� �.�� &���� ��#�
"#4� (&�!2�( �% ��!�" ���3��!��� x(k) �" &��&2�#!" '� � "�%"�� � ����� �� �� ��#�#�*

�� .�!� '�!�"����" ("�3&!# &� ����!"!�� �� ���.�#2���� �� -���� �#(�!�� < &� " (�#!� ��.!��" "#4�
�!'�&� �! &��� #�'�#$%� $%��� �����"

φ(x) ≡ x − f(x)

f ′(x)
,

,� '�"� &�($%�"!�� �>� ��%� &� -�#'� ��%�� !"(#�"!�� .�#� %� ��!�" 5��

x(k+1) = φ(x(k)).

+�""� -���"!�� ������&&� ��#-�!� &� -���"!�� ��!"(#�"!�� �� &� '(" ��� �� ���"��* ����#4� &� ��#�)
2#�� � �#(�(���"� ,� ��!� $%� &� ���.�#2���� �(���� �� φ′(x) < �#

φ′(x) =
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
.

������&&� ����#� x∗ &� #��!�� $%� ,� � �#� � < �&&� .(#!5� f(x∗) = 0 �" ��# ����($%��"

φ′(x∗) = 0.

+�''� ,� �%����� $%� f, f ′, f ′′ ���" �(5�!�� �" ���"!�%�� ���� &� #(2!�� $%! '�!�"(#����� !& ��!�"�
%� !�"�#.�&&� I = [x∗ − δ, x∗ + δ]

"�& $%�

|φ′(x)| ≤ C < 1.



� ������� �� �� 
������ �

=& '� �%L" ���� �� � �!�!# x(0) ∈ I ��%# ���%#�# &� ���.�#2���� �� &��&2�#!" '� �� ���"��*
��%# ��"!'�# &� .!"���� �� ���.�#2����� ,� -�!" %� �(.�&����'��" �� 
�;&�# �� φ �%"�%# �� x∗ B

φ(x(k)) − φ(x∗) =
1

2
(x(k) − x∗)2φ′′(ηk)

�: ηk
��" ��'�#!� ��"#� x∗ �" x(k) * ���� �(�%!�

e(k+1) =
1

2
[e(k)]2φ′′(ηk).

K�#�$%� k �#�!"� x(k) �" ηk
�� #���#�� ��" �� x∗ � �� $%� ,� "#��%!� ��# &����#���!��

lim
k→∞

e(k+1)

[e(k)]2
=

1

2
φ′′(x∗).

�� ��&�%&� φ′′(x∗) = f ′′(x∗)/f ′(x∗) ���: &� #(�%&"�"

lim
k→∞

e(k+1)

[e(k)]2
=

f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
. ���

�� ��%� ���� (�����# &� " (�#4'� �%!.��"*

�����	
�� 
! f, f ′ �" f ′′ ���" ���"!�%�� ���� %� .�!�!��2� �� x∗

�" �! f(x∗) = 0 �" f ′(x∗) 6= 0 � �! x(0) ��" � �!�! ����0 �#4� �� x∗ �
�&�#� &� �%!"� �(5�!� ��# �>� ���.�#2� .�#� x∗ � �.�� %�� .!"���� ��
���.�#2���� ����(� ��# ��� < &� ���.�#2���� ��" �!"� $%��#�"!$%�*

� DE
F��G �G �� IE���
G

K� '(" ��� �� &� �(���"� ��" %�� '(" ��� @8 ��%� ��!�"�A B �����!����" &�� ���#��!'�"!���
x(k−1) �" x(k) �� &� #��!��� ,� .�!� ��&�%&�# %�� '�!&&�%#� ���#��!'�"!�� x(k+1) * K� �#!��!�� �� ��"
�!'�&�* K� ��#�� $%! ,�!�" &�� ��!�"� �� ���#����(�� [x(k−1), f(x(k−1))] �" [x(k), f(x(k))] ��%�� &����
��� x �� %� ��!�" ���3��!��� x(k+1) * �� "#�%.� -��!&�'��" &����#���!�� �� ��""� �3��!���

x(k+1) = x(k) − f(x(k))
x(k) − x(k−1)

f(x(k)) − f(x(k−1))
.

+� �#��(�( ����" ��� "#4� �!�(#��" �� &� '(" ��� �� ���"��* ?� ���"� &� -#��"!�� �% ������
'�'3#� ��%" 7"#� ����!�(#(� ��''� %�� ���#��!'�"!�� �� 1/f ′(x(k))* K����&;�� �� &� ���.�#2����
��" ��������" %� ��% �&%� ��'�&!$%(� �" ��%##� 7"#� �3�#�(� �� ���#�!�� �� ���#�!��*

� �EI���
��� �G I�I
�JGI �	E���
���I

�� �� -�#�!� $%����%#�# &� �%,�" .��"� �" ��'�&!$%( ��� �;�"4'�� ��($%�"!��� ��� &!�(�!#�� 8
�&%�!�%#� .�#!�3&��* ���� &� ��� �� ��%� �!'���!���� ,� � �#� � &�� ��&%"!��� �% �;�"4'� B

{

f(x, y) = 0,
g(x, y) = 0.

���
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+ �$%� ($%�"!�� �(5�!" %�� ��%#3� �% �&�� ���;� < #(��%�#� &� �;�"4'� ($%!.�%" ���� 8 � �#)
� �# &�� ��!�"� ��!�"�#���"!�� �� ��� ��%� ��%#3��* �� #���''���� .!.�'��" %�� ("%�� 2#�� !$%�
��''�!#� �� ��� ��%� ($%�"!��� �.��" "�%"� #�� �#� � �� #��!�� ��# &� ��&�%& < �� ���"� $%�&$%� ��!"
&��&2�#!" '� %"!&!�(� &� ���.�#2���� �(����#� -�#"�'��" �� &� $%�&!"( �� &����#��!'�"!�� !�!"!�&�*

�� .�!� �#(���"�# %�� 2(�(#�&!��"!�� �� &� '(" ��� �� ���"��* �� �%����� ����%� %�� ���#��!)
'�"!�� �� &� ��&%"!��� ��!" (x0, y0)

* �� ��%� "�%,�%#� ����# B

x = x0 + u ; y = y0 + v.
�� �%3�"!"%� ���� ��� �" , �����"%� %� �(.�&����'��" �� 
�;&�# �% �#�'!�# �#�#� 8 ��%� .�)

#!�3&�� B

f(x0 + u, y0 + v) = f(x0, y0) + ufx + vfy + · · · = 0,

g(x0 + u, y0 + v) = g(x0, y0) + ugx + vgy + · · · = 0,

�: &�� �(#!.(�� ��#"!�&&�� fx
� fy

� gx
�" gy

���" ��&�%&(�� �% ��!�" (x0, y0)
* �� �%����� $%� &��

.�#!�"!��� �� f �" g ��!��" ����0 &��"�� ��%# $%� ,� �%!��� �(2&!2�# &�� "�#'�� ���#�#� �%�(#!�%#* ?�
!��&��" &�� "�#'�� �� u �" v � ,� "#�%.�

{

ufx + vfy = −f(x0, y0),
ugx + vgy = −g(x0, y0).

���

K�� ($%�"!��� ��� ����"!"%��" %� �;�"4'� �� ��%� ($%�"!��� &!�(�!#�� 8 ��%� !�����%��� u �" v �
���" &� ��&%"!�� ��" !''(�!�"�* =& ��" '�!�"����" -��!&� ��!'�2!��# &��&2�#!" '� �� ���"�� 8 ��%�
�!'���!���* ���3"!���#�!� %�� ���#��!'�"!�� ����#� '�!&&�%#� �� &� ��&%"!�� �� !"(#��" �� �#��(�(

x1 = x0 + u ; y1 = y0 + v.

� &�("��� �%!.��"� �� &�!"(#�"!��� ,� #�'�&��� �x0
� ;

0)
��# �x1

�;
1)

�" �!��! �� �%!"�� ,%�$%�8 ��"!�-�!#�
8 %� �#!"4#� �� ���.�#2����*

+� -�#'�&!�'� �� 2(�(#�&!�� -��!&�'��" 8 %� ��'3#� $%�&���$%� ��($%�"!��� < !& ��" �&�#� ��')
'��� ��%"!&!��# %�� ��"�"!�� '�"#!�!�&&�* 
�!"

f ∈ <n %� .��"�%# �� ���#����(�� fi(r)
< ,� �%�����

�%��! $%�
r ∈ <n * K� �;�"4'� ��($%�"!��� 8 #(��%�#� ��(�#!" B

f = 0.


!
r0

��" %�� ���#��!'�"!�� �� &� ��&%"!��� ,� ����
r = r0 + u

* K� ��##��"!��
u
��" �&�#� �(5�!�

��# &�($%�"!��

f(r0) +

n
∑

1

ui

∂ f

∂ ui

= 0

�% ����#�� �� �(5�!����" &� �'�"#!�� ,���3!�����
J
� ��(&('��"� Jij = ∂fi/∂uj

B

u = −J
−1

f(r0)

r1 = r0 + u

rn+1= rn−J
−1

f(rn)

K� ���.�#2���� ��" #��!�� �! &� ��!�" �� �(��#" ��" �#�� � �� &� ��&%"!�� < ���� &� ��� ���"#�!#��
��%� �� ��''�� ��� ���%#(� �� .�!# &��&2�#!" '� ���.�#2�#*
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���
���� 
�!" &� �;�"4'� �� ��%� ($%�"!��� B

f(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0,

g(x, y) = ex + y − 1 = 0.

=& ��" "#4� �!'�&� �� ����"#%!#� &�� ��%� ��%#3�� #��#(���"��" &�� ($%�"!��� f = 0 �" g = 0 <
�&&�� �� ��%���" �� ��%� ��!�"� .�!�!�� �� �	�)N� �" �)N�	� < !& ��; � ��� ���%"#� ��&%"!��* ���! (�#!"
%� �#�2#�''� �� #(��&%"!�� ��# &� '(" ��� �� ���"�� 8 ��%� �!'���!���� $%� .�%� "#�%.�#�0
�!)�����%�*
���&2�# !" '� �� ���"�� � ��%� . � # ! �3 & � �
���	
��� % � - �� �; �
% � �∗� 
 ;∗; − >
���-%��" !��
���	
��� % � �-�� �� � ; �
% � N∗� <
���-%��" !��
���	
��� % � �-�; �� � ; �
% � N∗;
���-%��" !��
���	
��� % � 2 �� �; �
% � ��� �� � 
 ; − 	<
���-%��" !��
���	
��� % � �2�� �� �; �
% � ��� �� �
���-%��" !��
���	
��� % � �2�; �� � ; �
% � 	 <
���-%��" !��

" � & � 	�−� < �!"'�� � N� <
�'!� � −> < �'�� � > < ;'!� � −� < ;'�� � � <
� ��" ���!���� � �� � � �3��� �� �
�" � − � B� * 	 B� <
;" 	 � 	 − ��� ��" � <
� &�" N� ��" � ;" 	 � # � �" ���'!� � ;'!� ��'�� �;'�� � � � " ; & � �N�
���&; � ��'!� ��'�� � � �� �� � � � ���&; � �� �� � � �;'!� �;'�� � �
�" � − N B� *�N BN <
;"N � ���
 �> − �" * �N � <
� &�" N� ��" � ;"N �� � ���� �� <
;"N � − ���
 �> − �" * �N � <
� &�" N� ��" � ;"N �� � ���� �� <

��� , � 	 B�
� � ����
 �� �3 � � ! � � � ! � ! " ! � & � B � � < 3 � ����
 ���#������ ! � ! " ! � & � B � � <
� ! " � 	 < �� �	� � � < � � � < ;; �	� � 3 < ; � 3 <
� ��" ��'�#� ���� � � N � � � &�" N� �� �3 � −> �
% � 	 < . � 	 <
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. � � - �� �; �∗ �2�� �� �;�−2 �� � ; �∗ �-�� �� � ; � �� �� & " � <
� ! " � � ! " 
 	
� � � 
 % � ; � ; 
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�� � � ! " � � � < ;; � � ! " � � ; <
��##��� � ��� ��!" − 	� ��� � � ! " � � � � ;; ��!" − 	� �;; � � ! " � � �� *� � � , �
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��	

K� 52%#� '��"#� &�� !"(#�"!��� �%�����!.��* K� ���.�#2���� ��" #��!��� 3!�� $%� &� ��!�" ��
���#����(���xi, yi)

�!" "������� 8 @���&�#�#A %�� ����0 2#���� #(2!�� �% �&��* +�''� "�%,�%#�
�.�� &� '(" ��� �� ���"��� &� ��'��#"�'��" �(���� "#4� -�#"�'��" �% ��!�" �� �(��#"*
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 �����GI �GI ������JGI


�!" p(x) %� ��&;�1'� �� ��2#( n 8 ���L�!��"� #(�&�* 6� �(�!2�� ��#-�!� %�� ($%�"!�� ��''�
p(x) = 0 ��%� &� ��' ��($%�"!�� �&2(3#!$%�* K� " (�#4'� -����'��"�& �� &��&243#� (����� $%� p(x)
� n

#��!���� #(�&&�� �% ��'�&���� ���,%2%(�� ��%� 8 ��%�* ��%# �� ��'3#�%��� ���&!��"!���� !& ��"
�(�����!#� �� �("�#'!��# "�%"�� &�� #��!��� �� p(x)*

�
� ���������� ��� �������
M.��" �� � �#� �# &�� .�&�%#� �%'(#!$%�� ��� 0(#�� ��%� ��&;�1'�� !& ��" ��''��� ���.�!# %��

!�(� �� &�%# &���&!��"!��* 
! [a0, a1, . . . , an] ��" &� �%!"� ��� ���L�!��"� �� p(x) �%����(� #(�&� ���#)
"�!�� ��%.��" 7"#� �%&��� , �����&&� ν &� ��'3#� �� � ��2�'��"� �� �!2�� ���� &� �%!"� ��� {ai} ���!2��#��" &�� ���L�!��"� �%&��* �� �(�!2�� ��# k &� ��'3#� �� 0(#�� #(�&� ���!"!-� �� p(x)� ��'�"(�
��&�� &�%# '%&"!�&!�!"( �%�� #��!�� ��%3&� ��'�"� ��%# N� �"�*�* �� ��%� �&�#� (�����# &� #42&� ��
�����#"�� B

k ≤ ν �" �� �&%� ν − k ��!" 7"#� ��!#*
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���
���� K�� ���L�!��"� �� x6 − x − 1 �#(���"��" %� � ��2�'��" �� �!2�� �ν = 1� < k .�%"
���� � �% 	� '�!� &� .�&�%# � ��" 8 #�,�"�# �%!�$%��&�#� ν − k = 1 * +� ��&;�1'� � ���� %�� #��!��
#(�&&� ���!"!.�*

�� ��%� �%��! "#�%.�# &� ��'3#� �� #��!��� #(�&&�� �(2�"!.�� B !& �%L" �����&!$%�# &� #42&� ��
�����#"�� �% ��&;�1'� q(x) = p(−x)* K� ��&;�1'� �� &����'�&� �#(�(���" ��'�" %� 0(#� #(�&
�(2�"!-*

�
� ������ �� �����
9�� &���&!��"!�� �&%� �#(�!�� ��� #��!��� ��%� ��&;�1'� p(x) �� ��2#( n ��%" 7"#� �3"��%� ��

����"#%!���" %�� @�%!"� �� 
"%#'A 3��(� �%# p * �� ��''���� ���� ��# �(5�!# �� $%���" %�� �%!"�
�� 
"%#'*


�!" p0(x), p1(x), . . . , pm(x) %�� �($%���� �� ��&;�1'�� < �&&� ����"!"%� %�� �%!"� �� 
"%#' �!

� K�� 0(#�� #(�&� �� p0(x) ���" �!'�&��*
� p1(α)p′0(α) < 0 �! α ��" %� 0(#� #(�& �� p0

*
� ��%# k = 1, 2 . . . , m − 1 � pk−1(α)pk+1(α) < 0 �! α ��" %� 0(#� #(�& �� pk(x)*
� K� ��#�!�# ��&;�1'�� pm(x) ��� ��� �� 0(#�� #(�&�*

+�''��" ����"#%!#� ��""� �%!"� � � &��!�� �� &� #�&�"!�� �� #(�%##���� ����0 �!'�&� $%� , �������
'�!�"����"* �� ����

p0(x) ≡ p(x) ; p1(x) ≡ −p′0(x)

�"
pk−1(x) = qk(x)pk(x) − pk+1(x) �.�� deg pk > deg pk+1.

���

! &�� pk

("�!��" ��� ��'3#��� .�%� �%#!�0 ��#�'��" #�����% &��&2�#!" '� ��?%�&!�� ��%# &� ����"#%�)
"!�� �% ��+�* K� ������" �� ��+� �� "#������� -��!&�'��" �%� ��&;�1'��* +�''� &� ��2#( ���
��&;�1'�� �(�#��"� &��&2�#!" '� ���##7"� �% 3�%" �� m ≤ n ("���� B

pm−1(x) = qm(x)pm(x), pm(x) 6= 0.

K� ��#�!�# ��&;�1'�� pm
��" %� �&%� 2#��� ��''%� �!.!��%# �� p0

�" p1
* +�''� p = p0

���
$%� ��� 0(#�� �!'�&��� p0

�" p1 = −p′0
����" ��� �� �!.!��%#� ��''%�� ��� ���" ,�'�!� �%&�

�!'%&"��('��"� �"� ��# ����($%��"� pm
��� ��� �� 0(#�� #(�&�* 
! pk(α) = 0 � &� #�&�"!�� ��� !'�&!$%�

$%� pk−1(α) = −pk+1(α)* =& ��%##�!" �� -�!#� $%� pk+1(α) ��!" �%& < '�!� �&�#�� "�%,�%#� ����#4� &�
#�&�"!�� �� #(�%##����� "�%� &�� pk(α) ��#�!��" �%&�� ; ��'�#!� pm

� �� $%! ��" ���"#�!#� �% #(�%&"�"
�#(�(���"* ?� "����" ��'�"� ��� �(5�!"!��� �� p0

�" p1
� .�%� .�%� ���#��.�0 $%� &�� {pk} ��"!�-��"

8 "�%"�� &�� �#��#!("(� $%! �(5�!����" %�� �%!"� �� 
"%#'*
��(����� '�!�"����" &� " (�#4'� �� 
"%#' B

�����	
�� K� ��'3#� �� #��!��� #(�&&�� �� p(x) ≡ p0(x) ����
&�!�"�#.�&&� a ≤ x < b ��" (2�& 8 w(b)−w(a) �: w(x) ��" &� ��'3#�
�� � ��2�'��"� �� �!2�� ���� &� �%!"� p0(x), p1(x), . . . , pm(x) �%
��!�" x*

�� �� �����#�! ��� !�! &� �('���"#�"!��� �!'�&� '�!� ����0 &��2%� B !& -�%" ���'!��# �� �("�!&
&�� � ��2�'��"� �� �!2�� �� � �$%� ��&;�1'� �% .�!�!��2� ��%� 0(#� �� &�%� ���%�*
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���
���� 
�!" p(x) = x5 − x3 − x − 1 * K� �%!"� �� 
"%#' �� p ��"

p0(x) = x5 − x3 − x − 1,

p1(x) = −5x4 − 3x2 + 1,

p2(x) =
2

5
x3 +

4

5
x + 1,

p3(x) = −13x2 − 25

2
x − 1,

p4(x) = −385

338
x − 174

169
,

p5(x) =
47827

148225
.

=�!� m = 5 * �� �� ����!�4#� $%� &�� ��� x = −∞, 0,∞ < ,� ����"#%!� %� "�3&��% �� �!2���

x −∞ � ∞
p0

) ) 


p1
) 
 )

p2
) 
 


p3
) ) )

p4

 ) )

p5

 
 


w(x)
	 � >

K� �%!"� �#(���"� %� ��%& � ��2�'��" �� �!2�� &�#�$%� x ��" "#4� 2#��� �(2�"!-� "#�!� � ��2�'��"�
��%# x = 0 �" > ��%# x 2#��� ���!"!-* =& ; � ���� ��%� 0(#�� ���� &�!�"�#.�&&� [−∞, 0[ �" %� ����
[0,∞[ *

�
� �������� ��� ���������
�� #�.!��� �&%� �� �("�!&� ���� �� ��#�2#�� �� �%# &� �!.!�!�� ��� ��&;�1'��� $%! � ("( ����!�()

#(� ��''� 3!�� ����%� �% ��#�2#�� � �#(�(���"* �"��" ����( %� ��&;�1'� p(x) �� ��2#( n �&�
�!.!������ �" %� ��&;�1'� b(x) �� ��2#( m < n �&� �!.!��%#�� �� ��!" "#�%.�# ��%� ��&;�1'��� &�
$%�"!��" q(x) �" &� #��"� r(x)

"�&� $%�

p(x) = b(x)q(x) + r(x), �.�� ��2 r < ��2 b. ���
/�'�#$%�0 $%� &� ��2#( �� q(x) ��" !'���( �n − m� '�!� �� ,�%� �%�%� #1&� ���� &� �%!"�* M.��
��""� �(5�!"!��� &� �!.!�!�� ��� ��&;�1'�� ��" "#4� ��'3&�3&� 8 ��&&� ��� ��'3#��� ��%# &�$%�&&� &�
#��"� ��!" 7"#� !�-(#!�%# �% �!.!��%#* �� ����!�4#� '�!�"����" %� ��� ��#"!�%&!�#� ��&%! �: &� �!.!��%#
��" �� &� -�#'� b(x) = x − α* K� #��"� ��" �&�#� %�� ����"��"� ���&;�1'� �� ��2#( � 	�* �� ��%�
(�#!#�

p(x) = (x − α)q(x) + r

���: ,� "!#�� �� -�!���" x = α�
p(α) = r. �	��

�� ���%"#�� "�#'��� &� .�&�%# �%'(#!$%� �� p �� x = α ��" &� #��"� �� &� �!.!�!�� �� p ��# x−α* +�#(�%&"�" � %�� ����($%���� !'��#"��"�* 
! a ��" %� 0(#� �� p � ���� �! p(α) = 0 � �&�#� r = 0 � �� $%!
�!2�!5� $%�%� ��&;�1'� $%! �����%&� �� x = α ��" �!.!�!3&� ��# x − α* ���! �(,8 ���&!$%( �� ��!"#�
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	� ��''��" ��&�%&�# r �% p(a)� '�!� ,� #��#���#�! �� ��&�%& �&%� 3��* �� ��%� �%��! �3"��!# %��
���#���!�� �!'�&� �� &� .�&�%# �%'(#!$%� �� &� �(#!.(� �� p * �� ��!� $%�

p′(x) = q(x) + (x − α)q′(x)

�"� �� -�!���" 8 ��%.��% x = α�
p′(α) = q(α). �		�

+�''� .�%� &� .�##�0� !& ��" -��!&� �� ��&�%&�# q(α)* ��� ($%�"!��� ���&�2%�� ��!�"��" ��%# &��
�(#!.(�� ���#�#� �%�(#!�%#*

�� .�!� '�!�"����" ����"#%!#� &� ��&;�1'� q(x) ��# !���"!5��"!��* �� ��"� c0, c1, . . . , cn−1
&��

���L�!��"� ��� �%!������� �#�!����"�� �� x ���� q * +�� ��'3#�� ��!.��" ��"!�-�!#�� $%�&$%� ��!" x�
8 &� #�&�"!��

anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 = (x − α)(cn−1x

n−1 + cn−2x
n−2 + · · · + c1x + c0).

?� !���"!5��" &�� ���L�!��"� ��� �%!������� �%�����!.�� �� x� , ��3"!���

an = cn−1 ; an−1 = cn−2 − αcn−1; . . .

a1 = c0 − αc1 ; a0 = r − αc0

��!" ����#� B

cn−1 = an

cn−2 = an−1 + αcn−1,

· · · · · ·
c0 = a1 + αc1,

r = a0 + αc0.
�	N�


�%� .�;�0 $%� r � $%! ��" �%��! &� .�&�%# �%'(#!$%� �� p(α)� ���3"!��" �% '�;�� �� n− 1 '%&"!�&!)
��"!���* ?� -�!" &� #�&�"!�� �� #(�%##���� �#(�(���"� ��" ($%!.�&��"� 8 &� #42&� �%!.��"�* ��(�#!� &�
��&;�1'� p(x) ��%� &� -�#'� B

p = (((...(anx + an−1)x + an−2)x + .... + a1)x + a0,
�	��

�%!� ,� -�!� x = α �.��" ������"%�# &�� ��&�%&�* K� ��#��" 4�� !�"(#!�%#� ���"!��" �&�#� cn−2
� &�

�%!.��"� cn−3
� ,%�$%�8 r * 
�%� �.�0 #�����% &� '(" ��� �� ��#��#* �� ����� %� ���'�&�� $%! -�!"

%� ��% ��%3&� �'�&�! �.�� ��&%! �% � ��!"#� 	*
���
���� �� .�!� ��&�%&�# &� .�&�%# �� p = 2x5−71x3−8x2+12x+3 ��%# x = 6 � �� $%! #�.!��"

8 �!.!��# p ��# x − 6 *=& ��" ��''��� �� �!�����# &� ��&�%& ��''� �!)�����%�* 
�%&� &�� ���L�!��"�
��� �%!������� �(�#�!����"�� �� x ���" �(�����!#��� '�!� !& -�%" &�� -�!#� 52%#�# "�%�� '7'�� ��%�
$%! ���" �%&�*

p 2 0 −71 −8 12 3
q 2 6 × 2 + 0 = 12 6 × 12 − 71 = 1 6 × 1 − 8 = −2 6 ×−2 + 12 = 0 6 × 0 + 3 = 3

K� #��"� ��" r = 3 � &� $%�"!��" ��" q = 2x4 + 12x3 + x2 − 2x* K� .�&�%# �%'(#!$%� �� p′(6) ��" q(6)
$%! ���3"!��" ��# &� '7'� �#��(�(*

q 2 12 1 −2 0
2 6 × 2 + 12 = 24 6 × 24 + 1 = 145 870 − 2 = 868 6 × 868 = 5208
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�� $%� .�%� ��%.�0 .(#!5�# ��# %� ��&�%& �!#��"*
K�#�$%� &��� "#�!"� 8 &� '�!� %� ��%& ��&;�1'�� &�� -�#'�� �	N� �" �	�� ���" ($%!.�&��"�� '�!��

&�#�$%� &��� ��!" -�!#� �� ��'3#�%� ��&�%&�� !& ��.!��" !�"(#�����" ��(�#!#� %� �#�2#�''� 2(�(#�&*
�� ����� �!)�����%� &� �$%�&�""� ��%� �#�2#�''� $%! ��&�%&� p �" p′ 8 ��#"!# �% "�3&��% � ���
���L�!��"� �� p �" �� &� .�&�%# �� x*

� � ����� �� � �	�

��
 � �� ��� � �

�� � ���� � � 

� � ��������


K�#�$%� &� 3�%�&� �� "�#'!��� � ���"!��" &� .�&�%# �%'(#!$%� �% ��&;�1'� ����%'%&(� ��&�� &�
'(" ��� �� ��#��#� �" �� ��&&� �� &� �(#!.(�*

�
� �� ������� �� ������ ���� ��� ���������
�� �!����� '�!�"����" ��%� �&2�#!" '� �#�"!$%� �� ��&�%& ��� .�&�%#� �%'(#!$%�� ��%� ��&;)

�1'� �" �� �� �(#!.(� B ����" "�%" �� $%�!& -�%" ��%# '�""#� �� ��%.#� &� '(" ��� �� ���"��* ?�
.�!�! %� ���'�&� B &� #�� �#� � �% 0(#� �� p = x3 − x2 + 2x + 5 .�!�!� �� )	* K�� ���L�!��"� ��"
("( #��2(� �� ��&���� ��%# 2�2��# �� &� �&���*

x p q p′ p/p′

)	 	 	 	
)	 )N )�
N > �
� 	

��	>N���
)	�	>N��� 	 	 	

)	 )N�	>N��� )��N���	>
N >*>>���� ���� ��!
� )����>�>�

)���	����
)	�	�N��N 	 	 	

)	 )N�	�N��N )��N��	�>
N >�>	�NN� ��!!"!�#
� )�*���>��

)�*������
)	�	�N>�>

K�� ��'3#�� ��%&!2�(� ���" &�� .�&�%#� �� p � �&�#� $%� &�� .�&�%#� �� p′ 52%#��" �� ��#��"4#�� 2#��*
6� .�!" $%� &� ���.�#2���� ���#��"(#!�(� ��# &� "�#'� ��##��"!- �p/p′� ��" "#4� #��!��* =& ��" ����!3&�
��("���#� ��" �&2�#!" '� �%� #��!��� ��'�&���� �% �%� ��&;�1'�� 8 ���L�!��"� ��'�&����*

p ��" �� ��2#( � �" ��'�" ���� � 0(#�� < ��''��" ��%##�!�),� &�� "#�%.�# � 
#4� �!'�&�'��" B
!& �%L" �� �!.!��# &� ��&;�1'� �� �(��#" ��# x + 1, 132494 * K� �!.!�!�� ��!" �� -�!#� ����"�'��"�
�%!�$%� )	�	�N>�> ��" #��!�� �� p(x) < &� ��&;�1'� $%�"!��" ��" !�! �% ������ ��2#( �" ��� 0(#��
���3"!�����" ���� �#�3&4'�* +� �#��(�( ������&&� &� �($�"!��* ���� &� ��� 2(�(#�& ��%� ��&;�1'�
p(x) �� ��2#( n � �4� $%� , ��! �("�#'!�( %�� #��!�� x∗ ���# &� '(" ��� �� ���"�� ��# ���'�&���
,� �!.!�� p(x) ��# x − x∗ ��%# �3"��!# %� ��&;�1'� �� ��2#( n − 1 * �� #(�4"� �� �#��(�( ,%�$%��%
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��2#( N �% 	* 
! n ��" %� "��" ��!" ��% 2#���� &�� �##�%#� ���##���! #!�$%��"� �� �����%'%&��"� ��
2�� �# �� �#�2#�''� B &� ��&�%& ��!" 7"#� '��( �.�� "�%"� &� �#(�!�!�� ����!3&�*


