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�����x����� �A�x��� �F�
{ai}
� ���F�/�[�n�
�����A�M�/¿
����·x���X�
�>�
�x�
��� § �n�Q��� �[�n�!� � �A�F��� ���F�!¯J�
�x�
�

� �n���[�A���A�F�%¼��¦� �/�[� �
��� �[�U�F����� �����F�
�¦�Q��� «

a1 =
f0 − f1

x0 − x1
; a0 =

x0f1 − x1f0

x0 − x1
.

À7���A���
���F�
��� � �����x�n�!�����n�
�
� ®X���A� ���7�����x�[�%� � �A�A��¡C�[�n�¢��� �[���
���/�F���[�n�!�
�x²[��� � �
� Á �A� ���n���%�����[�¦�*�n���g����·������F�
� �n���[�A���n�%¼F�¦�����[�A��¨W�7���x�A���F�/�x�O�g�Q��� °[�7�
�

p(x)
�F���¾�A�A���n���g��¨W�[� � § �A��� � �[���[¨A� � ²[�;¯)�n�[���/�x���n���
�����[�¦���A� °[���g�x£

Þ��­�A��� �n��� �W� �O� �-�W�x�
�H��ªx�������[�n�/�¦�
�x���x�&� �©�x�[��� � �A�A�-¡C�[�n�¢��� �[�­� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�H�W�[� ¿��AÎ[���¦��� �-�
���
�x²[���
n
� �
�x�W�x�n�A���O�)�
�

n + 1
���[�n���g���O���F��� �n���[�A���A�F�x£AÀ7�x� � �F��¥����*�/�x���[�O�;�
�����x����� �A�x�F���x�>� ���W�O�����O� § �A�

f
���

f∗���[½��n���¦�
�x�O�)�/�A�
n + 1

�A���x�n�A�"«






















a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · · + anxn

0 = y0,
a0 + a1x1 + a2x

2
1 + · · · + anxn

1 = y1,
a0 + a1x2 + a2x

2
2 + · · · + anxn

2 = y2,
· · · = · · ·
a0 + a1xn + a2x

2
n + · · · + anxn

n = yn.

Ç�»[È

Ë��µ���A�n���g��ð¦�&�¦���¾�x�n���[���-�A���/¿
����·x����� � � § �n�Q��� �[�n�&� � �A�F��� ���F���
�[�O��� �F��� �n���[�A���A�F���/�[�O��� �F�
n + 1

�A�[�-¨A���F�
ai

���&�
�[�O��� ���
�����x����� �n���O�)� � �F����� �

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x0
0 x1

0 x2
0 · · · xn

0

x0
1 x1

1 x2
1 · · · xn

1

x0
2 x1

2 x2
2 · · · xn

2

· · · · · · · · · · · · · · ·
x0

n x1
n x2

n · · · xn
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
ÇSÃOÈ
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∆
��§ �A��� � �[�����A�W�x� � ���A� �
�����x����� �n���O�J�
��°Q�����
�x�JüJ�[�n�
� � � � ���A���A� �±�g�n� § �A�H¡C�[�¦� § �A���¦�Ù���[�n�
� ��� �[�

xi = xj , i 6= j
�F�������x���A� � ��¼�� �!�
�x°[�x� �[�A�W�x���x�O���
�!���!�
�����x����� �n���O�����[�O��� �x�O�)�
�[�n�&� ��¡S�[�¢���x�A�

xi − xj

£
Þ������x�W���g���O�)���!�g���¦�/�[�A�A�x���x�O�;�W�[�A�;���[�n�;� �F�)���[�A�A� �F�;�W�O���/� ¨A� �F���
�"�A� °[���g� ��� �!���[�O������¡S�[��� � �x���x�O� § �A�

∆ =
∏

i<j

(xi − xj).

´[�-�
�F�
�A�¦�&�
�-�������F�/�A� �g�Q� § �A�
∆
�F���&�A�[�J���A� � ���"�
�[�n� § �A��� �-�/¿
����·x���-�[�
�������A�A�-�/�[� �
��� �[�J�A�A� § �A� � �/�

���)�/�x�A� �x���x�O���/�*� �F���A� °[���g���[�O�)�
�F�;��¨n�����¦���/�F���������¦�¢���x���x�O�)�
�¦����� �n�¢���F�x£A´[���A��¡S��� ���n�[�;� � ���
�����"��¿��W�����A·F�/�
�/�A��� �F�;�A� °[���g�%¼
�x�U�n���/���¦���A� � �x� � ���x�
��¥����*�W�x�A°[�x�O�)ª������"�g���A²[�F�;�A���n�;�A���[�g�
���"����¨A� ���g��� ���[£
´[���
�¦�/�W�O�/�!� ��� �O���x�n���O�&� � �A�A���������A�
�
���W�[�A�&���[�n�������A� ���"� ���W�[� ¿��AÎ[����� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�!¼n�/� ��� ���
�A���¦�

�/�[� �Ù�
���g�A�[�¦�/� �©�
�F�©�A� °[���g�©�
� ¶1�x���x�O�g� � ���>�W�[� ¿��AÎ[���U�F���©�A�A� § �A�[£µ�����n�©�¦�H�A�g�Q��� § �A� � �¦�H�������A�
�
���
�F�
������®X��� �x�O�g�7� �n�
�����x����� �A�F���F��� � �x�X¡S��� � � �g�����x���x�O���
��� � �¦�/�x� � �x�����[�>���[�A�n��ð¦���
�F����� ²[�[��� ���A���F�7�A� �n�;���g��¨A� �F�
����ý��[�­�A� �n�"�g���A�¦�
�F�x£%À7�F�!��� ²[�[��� ���A���F� � � ��°[�x�O���F���n���!�
�F��� �Q���A�x� �Q���¦��� �x�n�!���x� ·x¨A���F�"�
�F�"�/� ·F��� �F���n�[���/�F� �
�A���x�A�A�x�O�"�
�F�)¡C�[�����x�O�&����·F�&�
� ¶1�x���x�O���F�&���"�A���
�
�A�¦�/�x�O���
�F�&���F�/�A� �g�Q�g�����A�n�����x�����x�O���
�¦���/�x�-¨A�¦��¨A� �F�x£nÞ��
���F��� � ��� � � �¦�"��¨W�[�
���¦���/�x�O�)���[�n�"¯ ¡C�[�����x�&� � �A�A� § �A�©�W�[� ¿��AÎ[���©� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�H¯X�n���/��� �"�
�F�&�A� °[���g�&�
�¦�/�W��¥
�A� ¨A� �F�x£A¤
�©�A���x��� ·x���"�������A�
�
� § �A� � �!�A���F�/�x�O���x�g���1�F���&�
�A��¯�¤
��²[�g���A²[�[£

þ ÿ±ä�������� ���-íîä ã	�����-��ä;ì
�������"������� ãUä ÿ	��
!ì�����
�ä
�����n�������/�����������A�
�
� �/� �7¡S��� ��� � ��¿��W�����A·F�/��ÇS¯)°[�x��� Á �x�¢È § �A�7� �7�W�[� ¿��AÎ[����� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�!�W�x�
�µ� � �F����� ��� �

�W�[�A�
n + 1

�A� °[���g�
xi, f(xi)

p(x) =

n
∑

i=0

Li(x)f(xi).
Ç���È

À7�n� § �A�H�W�[� ¿��AÎ[���H�x� �x���x�O�g��� ���­�
�­¤
��²[�g���A²[�
Li(x)

�F�����
���
�x²[���
n
��� � �n���U���[�n�/� § �A�x�O� �

p
�F���U�A�

�W�[� ¿��AÎ[���©�
���
�x²[���-���­�A� �n�&�x²O���¾¯
n
£1Üµ�[�n�&°[�Q¿[�x³ § �A�©� �-�A���[¨A� ·x���©� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�­�/�x�g�X���F�/�[� �H�/� � �

�W�x�
�>¡C�[�����x���
�F�
Li

���x�W�[�n�A���O�)���
�U���[�n�
� ��� �[�n�

Li(xk) = δi,k, i, k = 0, 1, 2, . . . , n.
Ç Ä È

δi,k

�F���;� �"�/¿��-¨W�[� ���
� Å ���[�A�F���[�x� �[§ �A�1°Q���
� z � �[�g� § �A�&�/�F�;�
�x�
�X� �n�
�¦���F���/�[�O�;�x²O���
� ��� § �A�1°Q���
���©�A���n�
���[�n�)� �F�&���
�����F�&�x�[�x£1Ý�� � �n���&���
�x���A� � �

x = x2
� ��� �[�g�

L0(x2) = L1(x2) = L3(x2) = · · · = Ln(x2) = 0�g���n�
�¦� § �A�
L2(x2) = 1

£��&�F�
n+1

���x�����F�¾�
�
p
�A�;�/�A¨n�/�¦����� § �A�

f2
£QÆ)� �n�/� � �W�[�A�¾� �7�A� °[���

x2
� � ���W�[� ¿��AÎ[���

� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�U���[½��n���¦�
�!��°[�F�&�¦�©¡C�[�n�¢��� �[�U���)� �%�x���/�x�g��� �)�
�!��ªx���"�W�[�A�����[�
�&���
�������A���x�n�*£
¤%�"�W�[� ¿��AÎ[�����x� �x���x�O�g��� ���

Li

� � ���A���A� ���W�[�A�����[�n�;� �F���A� °[���g�;�����
¡
xi

¼
� �*�F�����
�[�n���A���[�W�[�/��� �[�A�A�x�1���
�W�[� ¿��AÎ[���

q(x) = (x−x0)(x−x1) · · · (x−xi−1)(x−xi+1) · · · (x−xn)
£
¤
�����[�n���g���O�����
�&�A���[�W�[�/��� �[�
¥

�n��� � ����� � �[¨
��� �x�O�7�x�X¡C�[��� ���O�
q(xi) = (xi −x0)(xi −x1) · · · (xi −xi−1)(xi −xi+1) · · · (xi −xn)

«
Li

�F���
�x²O���%���J�W�[� ¿��AÎ[���!�A�[��� ��� �¦�/�

q(x)/q(xi)
£W¤%���W�[� ¿��AÎ[����� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�J�
�-¤
��²[�g���A²[���F���&� ��� �O���x�n���O�

�x�O��� ·x���x���x�O�)�
�����x����� �A��¼
� �
� � �F����� �

p(x) =
n

∑

i=0

Li(x)fi =
n

∑

i=0

fi

∏

k=0,k 6=i

x − xk

xi − xk

.
Ç��OÈ

¤%�X�x���¦���A�����A���x��� § �A�X�
�
p(x)

�/� �A���[²[�g�����������¦�/�x���x�O�-¯J� � ���¦�
�X�
�>�
�x�
��¨W�[�n��� �F��� �-¨A��� § �A�x�F�%¼*� �7�F���
¨A� �x�±�A� �n�!�g���A�¦�
� § �A� �¦�����F�/�[� �
��� �[�±�
�¬�/¿
����·x��� � � �A�F��� ��� �
�¬�n���g��²[�g���A�A�-�A���F���F�
�x�O�F£
¤%��¡C�g��²[���x�O���
�
�A���[²[�g����������� ¥��
�F���/�[�n�����F��� �¦�/�!���!�x���¦���A��£
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���� @¢P¢=)D
T&?¾Z*E Çx�W�>�C� � �
� �Q� � �¾���[�;È*¼
����	��� E1NAV¾D Ç z�� �¾���[�;È*¼
��xVµN ��� z « �
!¤!Ç�� �Fz «[�¾���[��È"� �*�¾�A�7Ç z&� �¾���[�;È*¼
#�xVµN �$� z « �
%P&� �('*) �
+¤"Ç�� � «gÈ,� ¤!Ç�� � «FÈ
£

∗
Ç
�

−
�W�"Ç-�)È�È
ý7Ç[�W�"ÇW��È

−
�W�"Ç.�"ÈWÈ*¼

/E�=
0
1E�=
0
��2¤!Ç�� � «¢È3� ¤!Ç�� � «�È

∗
¡¢�XÇF�W�"ÇW�¾ÈWÈ*¼

�-����	� ���	4 ¤!Ç�� � «�Èµ¼
���E�=
0

¤%�F���
�x�
� �A���x��� ·x���F�µ� �n�������n�¢��� �[�n�������x�x�O���
�x�
��°[�F�¢���x�A�g���
�)³x�x���O� �[§ �A�n°[�[�O�7���F���x°[�[� �µ���F�/�W�F�¢��� °[�x���x�O��� �F�
��¨n�����¦���/�F������� �F�)°Q��� �x�A�g�&�/�n�x���F���/� °[�F�)�
�J�W�[� ¿��AÎ[���©� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�%£65ú�n���/��� ���
�-�¦� � � ²[�A�-Ã �[� �����x���A� �¦�
�¦��� � ²[�A�

i
�
���¦��� �Q�����¦���87X�n�����
�F� z £W¤%��²[���O���
�­�x���¦���A�%�F���)¡S��� �&� � ²[�A��Â � �[Í � �©�x���¦���A� � � ¯ � � ���¦�
�-� � �A�A�

� ���x�g�Q��� �[� � � �F� °Q��� �x�A�g� �
�õ�W�[� ¿��AÎ[���J�x� �x���x�O�g��� ���
Li

� �W�[�A�����[�
���F� � �F�X��¨n�����¦���/�F� �/� �-�A� �g���A�x���x�O�F£7¤
�
Á ²[�A���-���[�O������� �©���F�/�A� �g�Q�F£1´ � �������x�A���F�/�x�O���©�g�n�[���A�A�©�
�F� § �n���O��� ���F�

Li(x)f(xi)
� ��� �n�/� § �A�-� �x�A�!�/�[�����

p(x)
£*Üµ�[�n���W�[�A°[�x³©°[�x��� Á �x� § �A��� �F�

Li(x)f(xi)
�n�[���/�©�n�����A���A� °[���"���"�A�±�/�x�A� � ��� �[�g� § �A�

p(x)
�n�[���/�

�n�������[�n��� �F�;�A���x�n�A�x£

−2 −1 0 1 2 3
−5
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∆

∆

∆

∆
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À7�x�W�x�n�A���O� � � �*�/�x�g��� ���W�x�A� ¨A� �!�
�"�
�x°[�x� �[�A�W�x��� ���W�[� ¿��AÎ[�����
�"¤
��²[�g���A²[�)�����
�����x²[���[�A�W�x�7� �F�����x�����F�
�W�[�A�©� �U�����/�����U�/�[�n�-�¦�H¡C�[�����U� � �A�A���/�[�����>�[�g�
�[�A�A�x�>�/�x� �[�M� �F�©�A�A�¦�������n���F�-�
�

x
£�Ý��;� � �[���/�[�A�n��� ���

°��g��� ���x�O���[¨
���x�A� �������/���©¡C�[����� � � �µ°Q���
�!��� �x�
�­�
��� � �¦�/�x�"�A�±��� ²[�[��� ���A�����
�±¯�9)�;:;���[� � �¦�>�������A�
�
� �
�F�
�
� ¶1�x���x�n���F���
� °��¦�/�x�F�x£
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? ��ä@������� ���-íîäåãUäBAåäDC �����
EGFIH ^O27_
0%`Aa!b7c�d�_A,�b72 c/,/2GJ%dµ,�`A0
Ë��W�F���;���[�����
�
�&�
�&���x°[�x�A� ��¯!� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[� � � �A�F��� ���[£O¤%�[�g� § �A� � ���
�¦� § �A�)�¦�!¡C�[�n�¢��� �[�

f(x)
�F����¨A� �x�

���x�A���F�/�x�O���x���n�����A�A�"� �O���x���W�[�¦�Q��� �[�U� � �A�F��� ���!�A���n�;�A�J���x�/�g��� �U� �O���x��°Q��� � � � ���x�¦���/� ²[�A� Á � § �A�"� �!�g���A�W�[�/�
f(x1) − f(x0)

x1 − x0ÇC�¦�>�W�x�O�������Q¿[�x�A�A���
���¦�U���[�A��¨W�©���x�A���F�/�x�O�g�Q��� °[��È��F����¯>�W�x���A��·F��� �n�
�x�W�x�n�A���O���
�
x0
���

x1
�A���n�"�����

� �O���x��°Q��� � �[£�À7���g���A�W�[�/�7� � ���A�W�x� � �)�¦�!�
� ¶1�x���x�n���&�
� °��¦�/�x�)�
� �A���x��� �x���[�g�
��� � ���x�¦�Q��� °[��¯
x0
���

x1
� �����/���A�����

²[�x�A�x�g��� �x���x���x�O�
f [x0, x1] ≡

f(x1) − f(x0)

x1 − x0
.

ÇÚÂ�È
K��x� ��� § �A�x³ § �A�

f [x0, x1] = f [x1, x0]
£n´[�"�W�x�
�����n���/�*�F����� �����¦�����x�¦�Q��� �[�U���A�A���
�g�A�x�

f [x0, x] ∼= f [x0, x1]
Ç�LOÈ

�[�U�x�n���[���
f(x) ∼= f(x0) + (x − x0)f [x0, x1].

Ç�MOÈ
Üµ�[�n�7���F���[�A�n���¦���/�x³ � ���>�/�F���[�n� ���x�-¨A��� � � ���W�[� ¿��AÎ[�����
�>�A���x��� �x�;�
�x²[��� § �A�1� �O���x���W�[� �

f
�/�A��� �F���A� °[���g�

Ç
x0, x1

È � �A�A�����
�A���F���/� �[� § �A� � ���A�����x�g���
p0,1
�A���n���¦�-�/�A� ���[£�Ë��1�F�������[�����
�
�"� � � �O�����
�
�A� ���&� �F���A���g�Q��� �[�n�

p0(x) ≡ f [x0] ≡ f(x0),
Ç z �OÈ

�/�¾¨A� �x� § �A�
f [x0]

�F���"�¦���
� ¶1�x���x�n��� �
� °��¦�/�x��� � �[�g�
�©³x�x���U���
p0(x)

�F���!� ���W�[� ¿��AÎ[����� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[���
�
�
�x²[���X³x�x��� § �A�;���[½��n���¦�
�U��°[�F�

f
�x�

x0
£µ¤
�J¡C�[���-�A� ��Ç�MOÈ��A���x�n�M��� �[�g���A�A�>¡C�[����� § � � � �;�/�x�g�J¡S�[��� � �U�
�

²[�x�A�x�g��� �¦�/�x���A� �n�;�g���g�­«
p0,1 = f [x0] + (x − x0)f [x0, x1].

Ç z[z È
5 ���[� �n� § �A�J�¦��¡C�[�n�¢��� �[�

f
�A�H�/�[� �X���x�x� � �x���x�O� � � �A�F��� �����x��� � �¦�±�W�x�O���H�
�J�¦�±�/�F�x���O���

f [x0, x1]
°Q�

�
�x�W�x�n�
�����
�F����¨n�����¦���/�F�
x0
���

x1
£WÝ��

f
�F���&�
�H�/�F���[�n�U�
�x²[���"�x�

x
� �¦�©�W�x�O�����
�!�¦� �/�F�x���O��� � �[� ²[�n���O��� �F�

�W�[� �O�g��� � ��¨n�����¦���/�F�
x0
���

x
�F���7�x� � ��¥Ú��ªx�����A�A��¡C�[�n�¢��� �[��� � �A�F��� ���)�
�

x
� ¯

x1
���[�n���g���O�F£[´[��� � �Q�/���x�n� �
�[�n�

¯���� § �A�!�¦� § �n���O��� ���
f [x1, x2] − f [x0, x1]

x2 − x0�/�[� ��� �n�
�x�W�x�n�A���O���H�
�F�-�����[�¦������²[�A���x�O�g�%¼µ�A���n�©� �J�x�[��²[�x�A�x�g��� � �[�õ���A�W�x� � �J�����g���A�W�[�/���¦���
� ¶1�x���x�n���
�
� °��¦�/�x� � � �[�g�
���X»U���x�¦�Q��� °[� ���
�±��¨n�����¦���/�F�

x0, x1, x2
�����[�±� � �A�����

f [x0, x1, x2]
£¾À7���/��� ���
�A���F���/� �[���F���

�x�n���[���"�/¿���������� § �A�"�n�����g���A�W�[�/��¯-���[�n�)�/�F������²[�A���x�O�g�x£
´[�"�W�x�
����� �[�g���F����� ���"�¦�©���x�¦�Q��� �[��Ç�LOÈ
f [x0, x] − f [x0, x1] = f [x0, x] − f [x1, x0] = (x − x1)f [x0, x1, x]

� � �[Í � ���
�F�
�A�¦���¦�©���x�¦�Q��� �[�U���A�[�¢��� § �A�%���x���A�¦�[��� Ç z[z È

f(x) = f(x0) + (x − x0)f [x0, x1] + (x − x0)(x − x1)f [x0, x1, x].
N
�x� � � § �A�x� � � � �����/���!¡C�[���-�A� �"�F���&�W�x���
��� � � � �x���)���[�A�n��ð¦�����

f [x0, x1, x]
���x°�� �x�O�&¯ ���[�A�n��ð¦�����

f(x)
� ��� § �A�

� �!�g�A�x�g�g�A� � �n�����x���x�O�&¯-�x°�� ���x�F£AüH���¦�;� � �x�����x�A�
E(x)

���[�����¦�/���x�U���x���A�¦�[Ìx���O�
f(x)

�n���
p0,1
�F���)�
�[�A�A�x�

�n���
f − p0,1 = (x − x0)(x − x1)f [x0, x1, x],�A�����F�/�A� �g�Q� § �A� � �!²[�x�A�x�g��� �¦�/�x�g���¦�7�A� �n���g���g�*£



< ò%Ôõô�y;ò
öµv©÷;ÑJÔ(q&ÔÕv)Ô>=�w�y;v �

EGF O +�0
8Ù3&,QP�J%`A0
2&.10
8M3&,QR),/8SJ%0
8
¤%�F���
� ¶1�x���x�n���F�)�
� °��¦�/�x�F�;� � �[�g�
���F�

0, 1, 2, . . . , k
�/�[�O�)�
� Á �A� �F�;�n����� �F�����x�¦�Q��� �[�n�;�
�!���F���A�����x�n���

f [x0] = f(x0) f [x0, x1] =
f [x1] − f [x0]

x1 − x0
f [x0, . . . , xk ] =

f [x1, . . . , xk] − f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0 Ç z »[È
�����n�7�g�n� § �A�����A���x�g�Q���x�A� � � �F�

k−1
�A���x��� �x�g������²[�A���x�O�g���
�X�A���x��� �x�µ���x�����&�/�[�O�7�¦�
�x�O��� § �A�F�7���
�

k−1�
�x���A� �x�g������²[�A���x�O�g�µ�
�>�
�x�
�
� ·x�������x�����)���7� �&�
�x�A�[��� �n�Q���x�A�7�F���7�¦���
� ¶1�x���x�n���)�x�O������� �F�7����²[�A���x�O�g� § �A�
�
� ¶1·x���x�O�;� � �A� ���x������¯!� � ���
�����[£OË��W�F�����W�O���/� ¨A� �&�
���
�x���[�O�����x�7�n���7���F���A�����x�n��� § �A�

f [x0, . . . , xk]
�F�����A�A�

¡C�[�n�¢��� �[�©�����g��� �x���x�O���/¿���������� § �A�)�
�)�/�F�
k+1

����²[�A���x�O�g�%¼Q� � �[�g�
���)�
�)���x�
��¥����A�F�����
�[�n�;� �n�
� ¶1�x���x�O�F£O´ � �x�
�
�F�
�A�¦� § �A�

f [x0, x1, . . . , xk]
�W�x�
�)� � ���
�A��� ���x�����[�����&� � § �A����� �x�O�;�
���¦�-�
� ¶1�x���x�n�����
�"�
�x�
�X�
� ¶1�x���x�n���F�

�
� °��¦�/�x�F�>� � �[�g�
���
k − 1

ÇS��¿O���O�
k − 1

����²[�A���x�O�g�X�x�����[���-�A�WÈ �n���>�¦�Ù�
� ¶1�x���x�n���­�x�O�����­����²[�A���x�O�g�
�
� ¶1�x���x�O�g�"«

f [x0, x1, x2, x3] =
f [x0, x1, x2] − f [x1, x2, x3]

x0 − x3
=

f [x0, x2, x3] − f [x1, x2, x3]

x0 − x1
.

´[�n� § � � ¯��A���F�/�x�O� �Q��� ���%¡S��� ���/�x�-¨A�¦���O�&� � � ²[�A�[���x�)�¦���W�O���/� ¨A� � � ��� § �A�-�
�x�
�J��¨n�����¦���/�F�;�A�A�¦���/�x�O�&ª��������x²O��� �F�%¼
�/�%���x�¦���/�"�A���
�
�A� � � �[�U�W�x�
���
�[�A�A�x���A�J�/�x�n��¯©�¦���
� ¶1�x���x�n�����
� °��¦�/�x�"�n�����n�[������²[��¯©�¦��� � ��� ��� «

lim
x→0

f [x + h, x] = lim
f(x + h) − f(x)

h
= f ′(x).

EGF T +�dVUgb�`6Wú:&c�0 3)0,X�0ZYM_
b72
� � ���A��·F�;�¦���
� Á �A� ��� �[�¬Ç z »[È ��� �!�W�x�
�U�F����� ��� � �x�U���x���A�¦�[Ìx���O�)¯��g�n� § �A��¡C�[�¦�;�A�J�
�F�

xi

�n���
x

f(x) = f [x0] + (x − x0)f [x0, x],

f [x0, x] = f [x0, x1] + (x − x1)f [x0, x1, x],

· · · = · · ·

f [x0, . . . , xn−1, x] = f [x0, . . . , xn] + (x − xn)f [x0, . . . , xn, x].

Þ��J�/�A¨n����� ���n���O�)�¦�©�A���x��� ·x���"� § �n�Q��� �[�U�A���n���¦���/�F���[�n�
� ����� �[¨
��� �x�n�;� � ���
�A���F���/� �[���
� � �©°��A�

f(x) = f [x0] + (x − x0)f [x0, x1] + (x − x0)(x − x1)f [x0, x1, x]

Ïµ���)�
�F���/�A¨n����� ���
��� �[�n�)�/�n�x���F���/� °[�F� �F��� ������� °[� Á �n��� �x���x�O�)¯

f(x) = f [x0] + (x − x0)f [x0, x1] + (x − x0)(x − x1)f [x0, x1, x2]
+ (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1)f [x0, x1, . . . , xn]
+ (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)f [x0, x1, . . . , x].

Ç z ÃOÈ

´[�U�n�[���/���
�J�����/�������
�A���F���/� �[� ¸ ¡C�[�����x� � ��¹�Ç § �A� � ���A���W�x�
�Ù�n�[���
��� � �¦�/�x���A�A�¦� § �A� ��� � ²[�A�[���U� �J�
�x���A� �x����x������È�¯��¦�-¡C�[���-�A� �!� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�U�
��9)�;:;���[���x�U�A�x²[� � ²[�F���O��� �����x�����!� �n���[�A����«
p0,1,2...,n = f [x0] + (x − x0)f [x0, x1] + (x − x0)(x − x1)f [x0, x1, x2]

+ (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1)f [x0, x1, . . . , xn]

Ç z ��È
¤ � �x�����x�A�����[�����¦�/�"�x�U���x���A�¦�[Ìx���O�

f
�n���

p
°Q���
�

E(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)f [x0, x1, . . . , x].
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´[�!�
�[�A�A�x�g���1�A� �n�;�g���g�>�A�A�"¡C�[�����"�A� �n���A�g�Q��� § �A�!�
�!�����/���!�x�����x�A�F£
Üµ�[�¦���
�A�����
�x���A� ���
�)�x���¦���A�A�
���
� ¶1�x���x�n���F�µ�
� °��¦�/�x�F�x£�´ � �
��� � �¦�/�;� �F�µ��ªx���F�µ�
�[�A�A�x�F� § � � ���©�n���g��²[�g���A�A�

�A���F���F�
�x�O�
¼A¨A� �x� § �A�-���x�¦� �A�©�/�[� �&�n�[�)�A�F���F������� ��� �Q��� ���
�g���A²[�!� �F�&��¨n�����¦���/�F���n���&�[�g�
���������[�¦�������O� � ��� § �A�
���x�n�>�¦���/�A� �����
�!�[�W�x�g�Q��� �[�n���A� �n��¡S�[��� � ��¯��/�A� °����[£A¤%�F�;�A� °[���g���/�[�O�����A���x�������F��� ���A� �¦��� ���x���x�O���
�>� ¯�ÃA£

�[�g�
����«
0 1 2 3

−1 0, 367879
1, 280842

1, 5 0, 853895
0, 5 1, 648721 1, 979073

2, 83297 2, 5 0, 791629
1 2, 83297 1, 196215

1, 5 4, 481689 2, 981766 3 0, 398738
2, 907367 1, 5 1, 987844

0, 5 5, 814734
2 7, 389056

¤
�J�A���x��� ·x���U���[� �[�A�A�>���[�O��� �x�O�©� �F�©°Q��� �x�A�g�-�
�
x
� �¦�­�
�x�
�
� ·x�������x� � �F�©�
�

f
�¾§ �A���/�[�O�-�¦�
�x�O��� § �A�F�����
�

�
� ¶1�x���x�n���F���
� °��¦�/�x�F��� � �[�g�
���;³x�x���n£[´[�)�
�[�A�A�)�A���n�µ�¦�����[� �[�A�A���/�A� °Q���O����� �F��°Q��� �x�A�g�µ�
�F� § �n���O��� ���F�
xi −xj���

fi−fj

� �
�[�O�¾� � § �A����� �x�O�
¡C�[�A���A� �¾�¦�&�
� ¶1�x���x�n���;�
� °��¦�/�x��� � �[�g�
��� z[� ���x�W�[�/���x�7�A���n���¦�&���[� �[�A�A�7���A���x�������x�
z £
¤%���x���¦���A�*�/�"�W�[�A�g�/�A� �)�����n���
� ®X���A� ��� � �n� § � � ¯©�¦���
� ¶1�x���x�n���!�
� °��¦�/�x�!� � �[�g�
���"Ã � �¦���/�x�A� � § �A� � �"�A�A�¦���/�
�x���¦���A� �x����°[�F�&� �F�)�
�[�A�A�x�F���
�[�O� � ���
�¦�/�W�O�/�[£
¤%�!�W�[� ¿��AÎ[���!�
�>9)�;:;���[�J� � �[�g�
���"Ã � � �F����� �)��� �[�g�

p0,1,2,3 = 0, 367879+(x−0, 5)0, 853895+(x−0, 5)(x−1, 5)0, 791629+(x−0, 5)(x−1, 5)(x−2)0, 398738.

�ýWý�����¡�¡��%�A�%�)�*�
�ê�;�x°��F�A�%�
� �%�[9"�\:&���
�
�ýWý��W�
�*�
�
�¢�¾�î� � �%�%� �A�%�n�F� �%�å°��
�g�W�7�
�
��]�_^`��£ Ä>�

−
z £`� � »;£`� ��z £ Ä
a ¼

!¿�� Ecb%T Çx�"È*¼
#�;�1¡F¡d� P�=�T�I�j Çfe��
���µ�O�~�%� � �����A�*�A�;�µ�x���A���µ� Ç�'g�êÃ7«geWÈA¼
%ýWý7�*�¾�x�1�;�è���A� �;��¡Q¡Q�%�n�%�)�*�
�
+�xVµN �3� z «[�;�1¡F¡&4 z
/�7ÇW�WÈ"�ê¿)Ç1��È*¼
1�xVµN � � �

−
z «
−
z « z

��2�7Ç � Èh� Ç
�7Ç � 4 z È
−
�7Ç � È�È
ý7Ç���ÇW�nÈ

−
�&Ç � ÈnÈ%¼

�-�E�=
0
�����ÇW�WÈ"� �&Ç z È1¼
���E�=
0
� !�
��#³3� P�=�T�I�j Çfe¾°��
�g�W�7� �%� � �n��²W�
�J�O�%��«ie�È
¼
��%ýWý7�*�¾�x�1�;���n� �
�W�Ú¿*�
�W�J�
��+���
�j�î��ÇW�;�1¡F¡k4 z ÈO¼
��/³3� @¢P¢=)D
T&?¾Z*E Ç

−
» � Ã
È�¼

��1�xVµN �l� �;�1¡F¡�«
−
z « z

�;2���
�j� ���
�*£
∗
ÇO³
−
��ÇW��ÈxÈ-4>��ÇW��È*¼

�\�E�=
0
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�-��
�*�n�o�p^
−
Ã � � � � �gz � a ¼

�;������%�
»%�©Ç�³ �µ� ^[�¾�*� �*� Ecb%T Ç[³�È �Ia È
Ý
�­¡C�[����� � ����·F���/�x�-¨A�¦��¨A� ��¯����x� � ���
�rq)�[���A�x� � ���x�n�M� �J�x���¦���A��¡S�[��� � �U�W�[�A�����[�
���U°Q��� �x�A� �
�

x
£�¤%�

� �¦����� �A²H��� ¥��
�F���/�n�!���[�O�������A�¬�A���[²[�g������� Ý
��� �¦��¨ § �A�7�[�x���[���A� � ���¦����ªx��� ��s[�g�A�[£
¤
� Á ²[�A��� � � � �n������� � �
���F�/�A� �g�Q�
¼
���[������� �"�W�[� ¿��AÎ[���"� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�X�F�����A�A� § �A� � � �����F�/�A� �g�Q� Á �n���1�F����� �n�
�¦�����x���n��¨A� ���
�!���x� �A�
�
���n���g��²[�g���A�A�)�A���F���F�
�x�O�F£
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t u(ì�ì¾ä�v>ì ã	�����-��ä;ì
�������"�������
´[�&�g�A�x�g�g�A��¯!� � � �[���x�µ� � �x�����x�A�����[�����¦�/�)�x� ���x���A�¦�[Ìx���O���¦��¡C�[�n�¢��� �[�

f(x)
�n����� �)�W�[� ¿��AÎ[���)�
�&�
�x²[���

n p(x)
� � � § �A�x�%���Q���¦��¡S��� �)���
�

n + 1
���[�n�
� ��� �[�n��� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�

p(xi) = f(xi) ≡ fi, i = 0, 1, 2 . . . , n.

´[�!�
� Á �A�¦�;���[�
�)� � ��¨W�[�g�>� �!�W�[� ¿��AÎ[���!�
���
�x²[���
n + 1

π(x) ≡ (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn) =
n

∏

0

(x − xi)

�A�A�¦�;�¦�©¡C�[�n�¢��� �[�����
�
� � �¦��� ���
F (x) ≡ f(x) − p(x) − Kπ(x),

�[Í
K
�F���7�A�A�����[�n���g���O���[£�Ë��n�F�����W�O���/� ¨A� �)�
���g�A�[�¦�/� �µ�¦�����[�n���g���O���

K
�
�����x� � �&� ���A� ·x��� § �A�

F (X) = 0
�
X���g���O�;�A�>�W�[� �O� § �A�x�¦���[� § �A���
�"� � �Q�
�&���x�x��£
´ � ���A�W�x� � �

I
� �"�A� �n���W����� ��� �O���x��°Q��� � �"���[�O���x�n���O�

X
�������[�n��� �F�

xi

£QÆ)� �[�g���¦�)¡C�[�n�¢��� �[�
F
�[�
�����

n+2
³x�x���O���/�A�

I
£�Þ��©��¶1��� �

f−p = 0
� �[�g� § �A�

x = xi

��� � �/� �-�A� �g���A�x���x�O� �
π(xi) = 0

£n�&�!�A� �n� �
F
� � ���A���A� � �"�x�

X
£

¤%�U���A�x�[��·x���J�
�rK��[� � �J���A�A� � § �A�H¯­�¦�­¡C�[�n�¢��� �[�
F
�����W�x�������>� � �Q® �����x� § �A�J�¦�­¡C�[�n�¢��� �[�

F ′(x)�A���F�/�x�O���­�������[� �n�
n + 1

³x�x���O�>�/�A��������ªx���­� �O���x��°Q��� � ��¼��x� ���A�A� � § �n���O�����­��ªx���­���A�x�[��·x�������
�
�
�x��� °[�x�F���/�n�x���F���/� °[�F���
�

F
��� �!�
�x���[�O����� § �A�

F ′′
�[�
�����)���>���[� �n�

n
³x�x���O�;�A���n�

I
�A§ �A�

F (3) �x���[�
��������U���[� �n�
n − 1

��� Á �n��� �x���x�O� § �A�
F (n+1) � � ���A���A� �!�������[� �n�;�A�A�"¡C�[�¦�)�A���n� I

� ¯ ���[�n�
� ��� �[� § �A�������/���
�
�x��� °[�x�"���
�¦������¼ ��� ���A�W�x� � �

ξ
���!�W�[� �O�F£n¤
� �
�x��� °[�x�!� � �[�g�
���

n + 1
�
�

F
�/���x���¦���A� �!���¦�/�x���x�O�
¼

p(n+1) = 0
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�A�A�¦� § �A�
p
�F���©�
�U�
�x²[���

n
£¾¤%� ���x�����U�
�>�
�x²[���X� �>�A� �n�-�x� �x°[�>�
�

π
�F���

xn+1 � �/�7¨A� �x� § �A�>�¦�H�
�x��� °[�x��g�A�x�g�g�A�x���F���
π(n+1) = (n + 1)!

£n´[�!�
�F�
�A�¦� § �A�

F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) − K(n + 1)! = 0

�[�U�x�n���[��� § �A�

K =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!� � �[Í � �"��� ��� § �A�
f(X)− p(X) = Kπ(X) =

π(X)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ).

´[�"�W�x�
�&�
�[�n�"�x�A�[�n���x�;� �"���A�x�[��·x���!�/�A� °Q���O�F£
Ý��W�A�A�&¡C�[�n�¢��� �[�

f
�W�O���/·F�
�)�A�A���
�x��� °[�x�&� � �[�g�
���

n+1
� ��� �[�g� � �W�[�A�����[�
���&°Q��� �x�A�

X�
� � � ����²[�A���x�O� � � �����
�¦�������A�±�A�[�-¨A���
ξ
���A�n���/���x�n���O�!�����A� �n�!�W����� ��� �O���x��°Q��� � � § �A�

���[�O��� �x�O�
X
�������[�n�;� �F���A� °[���g�

xi

���&���Q���¦��¡S���¦�����O��¯

f(X) − p0,1,2,...,n(X) =
π(X)f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
.

Ç z�Ä È
Þ��­�A�g�Q��� § �A� � ���[����� � �©�A�����[�A�n��� ���n�[�)� �©�A�[�-¨A���

ξ
��� § �A� � ���g�A�x�g�g�A���A�­���F�/�A� �g�Q��°Q���¦��¨A� �-�W�[�
�

���[�
��� � � �O���x��°Q��� � �
I
����� �
��� � �¦�/�x�g���%�A�U� � � �[�g���O���
�!�¦�©°Q��� �x�A�)��¨n�/�[� �A�!�
�J�/�F���[�n�>���x�-¨A����«

|f − p| ≤
1

(n + 1)!
sup
x∈I

|πf (n+1)|.

À7���/��� ���x�¦�Q��� �[���F���-�/�[�A°[�x�O�!�[���/�x³��W�F���/� ���¦�����[£%� � ���
����� �n���/� � �/�[���
��� � � ���X�A�g�Q��� § �A���F�����[���/�x³©¡S��� ¨A� �
�n���g��� § �A�©�/�

f
�F���"���[���A� � § �A�x�UÇC���"� � �F�����W�[�A�"���x�¦� § �A� � �©�/�[�A�n��� ���-�¦�X���x���A�¦�[���x�)�n�����A�H�W�[� ¿��AÎ[����È �

�����
�x��� °[�x�"� � �[�g�
���
n + 1

�-���[�
���F��� �F���g�n���n���F�;� � ª������!� ���W�O���/� ¨A� �!¯©� � � �[���x��¡S�[��� � �x���x�O�F£
º&�(�W�[�A���g��� �X�W�x�n�/�x� § �A�J� � �x�����x�A�>�
� ��� ���A�H� �[�g� § �A�J� �H�A�[�-¨A���H�
�H�A� °[���g�>���A²[���x�O��� � �[�(�A� �
��Î�� �

� �[�g� § �A�"���x�
��¥����%�
�x°�� �x�A�A�x�O�)�
�"�A� �n���x�U�A� �n�)�/�x�����F�x£�Ë��*� � �x���F������� �x�!¼
� �����A�x�[��·x���!�
��wn��¨W�x�����g��¨A� � �)���
���[�O���g��� ���!� � ���
�¦�����x�n���-�
�-¡C�[�n�¢��� �[�n�)�W�[�A��� �F� § �A�x� � �F�)� � �x�����x�A�����A²[���x�O���-��°[�F�"� �©�A�[�-¨A���-�
�-�A���x�n�A�x£1¤
�
Á ²[�A���©��� ¥��
�F���/�[�n�)°[�[�n�&�A���F�/�x�O���-�A�­���
�x���A� ���
�������/���©�A���[�A��� �����-�n���g�[�
���A��� � � ���[�A���A�©�/�[�n�&� �©�A�[�~�
�
�A�A�x�A�[��·x�A�X�
�xK��A�A²[�[£
´ � ����� �O���x���W�[� �X�¦�U¡C�[�n�¢��� �[�

1/(1 + x2)
�x�±�
��� � �¦�����O�©�
�F�!�A� °[���g�!���x²[�A� � ·x���x���x�O�

�F�/�n�[���F�%¼�°[�[�n�;°[�Q¿[�x³ § �A�!� � �x�����x�A��� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[���
�x°�� �x�O�;����·F�;²[�g���n�
�"���
�U¨W�[�g�A���
�"� � � �O���x��°Q��� � �[£
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´[�©�W�x�
�­���n���/�����F��� �¦�/�x���A�A�©� �O���x���W�[�¦�Q��� �[�H��������·x���x���x�O�"�A���F���¦�/�-�x���g�A�[�¦�/�¦�������O� ¸ ¨A� �x�W¹H� �F���A� °[���g�x£¤%�F�;�A� °[���g���
� Á �A�¦�;�n����� � � �n�������n�¢��� �[�HÝ
��� �¦��¨
~��f�(�����k���c�Z�.���x�S���I���������I�����I�&���f�3�l�&���-�Z�S�c�f�����������\�����f�S�& f�Z�f¡
�����-�c�Z�-������¢¤£&��¥�¢
�/�[�O���n���/���¦���A� � ·x���x���x�O�;��®X�x�[���F� � ���[�����"� �!���[�O�����"�¦� Á ²[�A���!��� ¥��
�F���/�[�n�x£
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¤ � ���
�A� �¦�x�Q��� �[�J�
�©���!¨W�[�­���[���W�[�/���x���x�O�)�F���)���g��� ���x�!�x�H���
�x�g���¦���[£AÞ�� � �!��� �x�O�"¯ ��� § �A�-���F�&��¨n�����¦���/�F�
�/�[�O���A���[�W�[�/��� �[�A�A�x� � �F�;���
�>³x�x���O�;�
���W�[� ¿��AÎ[���!�
��N����g�A�x¨�¿
�g�A��¡�� � �[�g�
��� �c�Z�.� £

¦ §1�-��ä;ì
�������"������� ä��-�
ì¾ä@����¨��"��æ }�©*vU��ãU��æ*�
���-��æ
Ý��A�A�W�O�/�[�n� § �A� � �&�
�¦�/�W�O�/�&� � �A�A���g��¨A� �&�
�F��°Q��� �x�A�g��� � �A�A�)¡C�[�n�¢��� �[�

f(x)
�x���¦���A� �x�F�µ�W�[�A���
�F��°Q��� �x�A�g�

�x�O��� ·x���F�©�
�
x
��� § �A� ��� ���;¨W�F�/�[� ���
�U���[�A�n��� �����

f(3, 4)
£¾´[�U�W�x�
�M�
��� � �¦�/�x�©� �F�����[�A�n���¦�������n���F���[� § �A�¦�/�F�

�x�­� �¦�����O��� �F���n���g��²[�g���A�A�F���A���F���F�
�x�O�g�&���"� �O���x���W�[� �x���x�O�����©� �F��°Q��� �x�A�g�
f(3)

���
f(4)

�n���"���
�x���A� �[£1¤%�F�
��� ²[�[��� ���A���F���
��¤
��²[�g���A²[���[�X�
�|9)�;:;���[�>� � ���A�A� � § �A�x�O�;�����n�7�
� ®X���A� ��� � � ���¦���¦���1� �F�7�
�[�A�A�x�F�7�A���F�/�x�O���x�O�
�A�A���x���g�[�¢���x���¦����� § �A�"� �O���x���F�������O���©«n� �F���A� °[���g���/�[�O�)���x²[�A� � ·x���x���x�O���F�/�n�[���F�x£AÉ)�A�!���x� � �-�/� ���n�Q��� �[�J�/�!���x�
¥
���[�O������¡C��� § �A�x�����x�O�;� �[�g� § �A�)� � �[�U�x���¦���A� ��¯��¦�-� ��� �X�����
���A�[�-¨A���x�n�/�F���������A�
�
�F���[�O�������"�
�x°[�x� �[�A�W�x�F�
�W�[�A����� ���x�&�n���/���
���J��� �x�
�J�
�-���-�x�[���n���/���¦���A� � �x�F£n� � ���
�������n���/� � � ����ªx���!¡C�[��� ��� �¦�/���!�F���&�
��� � �¦�/���W�[�A�
���F�/�[�n�
���)���A���x��� § �A�x���x�O�;� �F�;� § �n�Q��� �[�n���
� ¶1�x���x�O��� �x� � �F������� �F��� § �n�Q��� �[�n�;���
�>�
�x��� °[�x�F�7�n�[���/��� �x� � �F�x£AÀ7�F���
� �n����� Á � § �A� � �����[�n���[����� § �A�x� § �A�F�;�n��²[�F�;¯�� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�>�x�O�����"�A� °[���g�;� § �A�¦�
�¦���g���O�g�x£

ªDFIH +�0
8Ù3&,QP�J%`A0
2&.10
8	«"2&,�0
8
Êµ�g���O�-�
�[�A�A�©�A�A��¡C�[�n�¢��� �[�

f(x)
���!�A�A�X���[�n���g���O���©�W�O�/� ��� °[�

h
��� � �
� Á �A���¦�U�
� ¶1�x���x�n�����¦�Q���x�g��� ���[��¥

���x�n�A���O���
∆hf(x) ≡ f(x + h) − f(x).

Þ��-²[�x�A�x�g��� � �¦�����[�n���g���O���
h
�F���µ�
� Á �A� ���n���¾� �;���[�O��������� � ��� § �A�����;�
�¦�/�W�x�n�/���
���¦��¡S��� ��� Á ²[�A���x���x�-� �n�
�¦���[£

À7�[����� � �U�A�X���g��°Q��� � � �x�g��� � �A���n�-�¦�H�/�A� ��� �¾§ � � ��°[�F�X�
�F�©��¨n�����¦���/�F�!� § �A�¦�
�¦���g���O���F�
xi = x0 + ih, i =

0, 1, 2, 3, . . .
�Q��� �
��� � �¦�/�x�g���*�¦�©�A���g�Q��� �[�U�A� �n�)���[�n���¦�/�

∆f(xi) ≡ ∆fi = f(xi+1) − f(xi) ≡ fi+1 − fi.
Ç z �OÈ
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h
� � ���A�W�x� � ��� ���n�[�%�[�!� � � �O���x��°Q��� � �¾�g��¨A�A�¦��� ���µ���

f(xi+1) = f(xi+h)
£x´[�7�
� Á �A�O� ��� �O���x�n���O�%�n���
���F���A�����x�n���

� �F���
� ¶1�x���x�n���F�;�¦�Q���x�g��� �F�;� � �[�g�
���!�/�A�W�x��� �x�A�

∆p+1f ≡ ∆pf(x + h) − ∆pf(x), p ≥ 0.
Ç z Â�È

Ïµ�������[��°[�x�O��� �[� �
∆0f(x) ≡ f(x)

£
Æ)� �n�/� �
∆2f = f(x+2h)− 2f(x+h)+ f(x)

£�¤%�&�x���¦���A�W�A�g�Q��� § �A�&�
�F�
�
� ¶1�x���x�n���F� Á �A� �F���/��¡S��� �&���[�����
�
�x���x�O�)¯©� � ���¦�
�!� � �A�>�g��¨A� �F���±ÇS�/�x�-¨A�¦��¨A� �!¯����x� �A�*�
��� � �¦�/�!�W�[�A�;¡C�[�����x�
� �F���
� ¶1�x���x�n���F���
� °��¦�/�x�F� � � ���¦�������n���
� °��¦�/� �[�n�gÈ¢£

xi fi ∆fi ∆2fi ∆3fi

x0 f0

∆f0

x1 f1 ∆2f0

∆f1 ∆3f0

x2 f2 ∆2f1

∆f2 ∆3f1

x3 f3 ∆2f2

∆f3 ∆3f2

x4 f4 ∆2f3

∆f4

x5 f5

£££ £££

ªDF O +�dVUgb�`6Wú:&c�0 3�¬S,/27_
0%`Aa!b7c�d�_A,�b72 3)03X�0ZYM_
b72
Ë��
���
�¦�����;�A�A�;���x�¦�Q��� �[�-�/� ���A� �;�x�O�����;� ���W�[� ¿��AÎ[�����
��9)�;:;���[��Ç ¡C�[�����;¯�� � ���¦�
�;�
���
� ¶1�x���x�n���F�¾�
� °��¦�/�x�F�gÈ

����� �F�)�
� ¶1�x���x�n���F�;�¦�Q���x�g��� �F��«A�W�[�A�;���[�
�)�x�O��� �x�
k
�W�O�/� ��� ¡ �

f [x0, x1, x2, . . . , xk] =
1

k!hk
∆kf0.

Ç z LOÈ
À7���/���>¡C�[���-�A� �>�/���
�x���[�O�����>�n���-���F���A�����x�n���[£
Þ�� � �U�F����� ���A� ¡C�F�����x���x�O��°��g��� �X�W�[�A�

k = 0
£¾´ � ��� � �W�[�A�

k = 1
�

f [x0, x1] =
f1 − f0

x1 − x0
=

1

h
∆f0,

��� § �A�1�F�������[�
¡C�[���������>���F�/�A� �g�Q���A���[�W�O�/�[£�´[�"�/�A�A�W�O�/�&� ��� �O���x�n���O� § �A���¦��¡C�[���-�A� �&�F���;°��g��� �&�W�[�A�����[�
�
�[�g�
���

k ≤ r
£WÆ)� �[�g� � �W�[�A�

k = r + 1
� �¦�©�A���[�A��� ����� Ç z »[È����[�O����� § �A�

f [x0, x1, . . . , xk+1] =
f [x1, x1, . . . , xr+1] − f [x0, . . . , xr]

xr+1 − x0
.

Þ��>���x���A�¦�[Ìx���O�7� �F�;�
� ¶1�x���x�n���F���
� °��¦�/�x�F��� � �[�g�
���
r
�
�U�/�F���[�n� ���x�-¨A���&�n����� �x�A�g�7���
�A���F���/� �[�n� ��� �&�����[�A°[�

1

(r + 1)h

[

1

r!hr
∆rf1 −

1

r!hr
∆rf0

]

=
1

(r + 1)!hr+1
∆r+1f0,

��� § �A�;���g��¨A� � � � �U���F�/�A� �g�Q���W�[�A�
k = r + 1

£¾Ë������F�����U¯­�
��� � �¦�/�x�HÇ z LOÈ��W�[�A�©���g���n��¡C�[�����x�-� ���W�[� ¿��AÎ[���
� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�U�
��9)�;:;���[�%£n´[�!�
� Á �A�%�A�A�!°Q�����¦��¨A� �����F�
�A� ���

µ =
x − x0

h
.
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´[�������[�A°[���x�n�/�A� ��� § �A�
x − xj = h(µ − j)

��� § �A�

(x − x0)(x − x1) · · · (x − xk) = µ(µ − 1) · · · (µ − k)hk+1.

Ë��n�/�x�g���O�����F�;���F�/�A� �g�Q�g���A���n�!Ç z ��È �Q��� �[¨
��� �x�n�

p0,1,...,n(x) = f0 + µh
∆f0

h
+ µ(µ − 1)h2 ∆2f0

2!h2
+ · · · + µ(µ − 1) · · · (µ − n + 1)

∆nf0

n!hn
.

´[�-�W�x�
�­�
�[�A�A�x�"¯>�����/���-¡C�[���-�A� �-�A�A����� � �A���-�A� �n�"���[���n�[�¢���-�x�­� �O�����
�
�A�¦�����O�"�
�F�����n��� �[²[�A�F��¡C�g�[�¢��� �[�
¥
�n��� ���F�;�
�F�)������®X��� �x�O�g���
��¨A� �AÎ[���

Ck
µ ≡

µ(µ − 1) · · · (µ − k + 1)

k!
.

Ç z MOÈ
Æ
°[�F�"�����/�����
� Á �A� ��� �[� � � �!�W�[� ¿��AÎ[���!� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[��� � �F����� �

p0,1,...,n(x) =

n
∑

j=0

Cj
µ∆jf0.

Ç�»&�OÈ

À7���/���"¡C�[���-�A� �"²[�x�A�x�g��� �"�
�[�A�A� � �W�[�A�
n = 1

p0,1(x) = f0 + µ∆f0

��� � �W�[�A�
n = 2

�
p0,1,2 = f0 + µ∆f0 +

1

2
µ(µ − 1)∆2f0.

Üµ�[�¦���n�A� ���
�x���A� �&���[���A� ����� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[� �n����� �F�7�
� ¶1�x���x�n���F� Á �A� �F�����7�¦�"¡C�[���-�A� �)�
�|9)�;:;���[�%£O´ � ���
�A���x�n�������A�U�g��¨A� �F�����
�

f
���&�
�!�/�F���
� ¶1�x���x�n���F�;�¦�Q���x�g��� �F�x£

i xi fi ∆f ∆2f ∆3f ∆4f ∆5f
0 1 1

0, 61051
1 1, 1 1, 61051 0, 26730

0, 87781 0, 0795
2 1, 2 2, 48832 0, 3468 0, 0144

1, 22461 0, 0939 0, 0012
3 1, 3 3, 71293 0, 4407 0, 0156

1, 66531 0, 1095
4 1, 4 5, 37824 0, 5502

2, 21551
5 1, 5 7, 59375

Ï¾�[�A�&�����/���!¡C�[�n�¢��� �[�H�[���/�x³!���x²[�A� � ·x��� � � �F�&�
� ¶1�x���x�n���F�)�
� ��� ���A�x�O�&� �[�g� § �A�!� � �[�g�
���!�����Qð¦� � � ���¦��� ���A�[�-¨A���
�
�!�g�A� ¶1���F���/� ²[�A� Á �x�Q��� ¡S���
� ��� ���A�����n���/��£
´[�&�g�A�x�g�g�A�)�¦�!°Q��� �x�A���
�

f(1, 25)
£O´[�&�
�F���¦�
�&� � �
��� � �¦�/�x�7���[�
���F��� �F�7°Q��� �x�A�g���
�¦�/�W�[�A� ¨A� �F� � ¯����[�����x�n���x�

�n���
f0
£¾´ � �����
�[�n�

µ = (1, 25 − 1)/0, 1 = 2, 5
£
¤%�F�!���x�����F�-�/�n�x���F���/� ¡S�-�
�M�W�[� ¿��AÎ[���>� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�

� � �F����� °[�x�O�
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f0 1

(2, 5)∆1f0 1, 526275

(2, 5)(1, 5)

2
∆2f0 0, 501187

(2, 5)(1, 5)(0, 5)

6
∆3f0 0, 024844

(2, 5)(1, 5)(0, 5)(−0, 5)

24
∆4f0 −0, 000563

(2, 5)(1, 5)(0, 5)(−0, 5)(−1, 5)

120
∆5f0 0, 000014

p(1, 25) 3, 051758

Ë��%�F����¡S�[��� � � � ��°[�F�������/�����������A�
�
� � �
���/�A� °����"� �F� ¸ �A���[²[��·F�g¹X�
�!� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�±« � �!� � ������·����!�
·F� § �A� � ����x�n���[�O�������A�A�!���[�O����� ¨A�
��� �[���[���/�x³"�W����� ���[£
Ë��*���
�¦�����&¨A� �x��� � ���
�����F��¡C�[���-�A� �F�;� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[� � �[���/�
��� �x�F�����
� �A�[� �;�
��ï"���n��� � Û��F���/�x�1�������
�����F�%¼

���x�/�g��� �A�F�;�/�x���[�O���A���F�/�x�O���x�F���x�����
�x�g���¦���F�x£

® §1�-��ä;ì
�������"������� ãUäB¯åä;ìµíî�g��ä
�����n��� �!¨A�
���
�����[�n�������A� ���"�A�A�"¡C�[�n�¢��� �[�J� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�

f∗
�x�n���[���"�A� �n���A���F���¦�/� ��� �!�W�x�
��� ���W�O�/�x�

¯����x� � ��¥����1�
�F�����[�n�
� ��� �[�n�7�/�A�A�A� �x���x�O�g��� ���F�x£cq)�x����� �����!�A���[�W�O�/� § �A�&� �F���
�x��� °[�x�F�7�
�
f∗ ���[½��n���¦�
�x�O����°[�F�� �F���
�x��� °[�x�F�����[�����F�/�W�[�n�A���O���F�"�
�

f
�W�[�A�©���x�/�g��� �n�!�A� °[���g�x£
´[� °Q���¦�-�/�A� °����X�����/���X�¦�
�x� � �x�¬���X� � ��� �g���O�

¯U� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[���W�[� ¿��AÎ[���¦��� �������x�±�A�X���[�n�/�¦�
�x�g���O� § �A� �¦�J�
�x��� °[�x�©�A���x��� ·x���[£*Ï¾�[�A�!���[�n�"� �F�!�A� °[���g� �
��� � ���W�O�/���
�[�n� § �A�

p(xi) ≡ fi ; p′(xi) ≡ f ′(xi) = f ′
i , i = 0, 1, 2, . . . , n.

Ç�» z È
Þ��H� � ���
�����!���x�����F� �

p(x)
� �O���x���W�[� �

f
���

p′(x)
� �O���x���W�[� �

f ′ � �/�A�)� �F�)��ªx���F�)�A� °[���g�x£W´[���/�A�A�W�O�/� § �A��� ��W�[� ¿��AÎ[����� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�>�
�>q)�x����� ��� � ��� �n�/�1�
� Á �A� � �W�x�
�)� � �F����� ���&�/�[�n�7�A�A��¡C�[���������n��� �[²[�A�&¯©���x� � �"�
�
¤
��²[�g���A²[�

p(x) =

n
∑

i=0

Hi(x)fi +

n
∑

i=0

H̄i(x)f ′
i ,

Ç�»[»[È

�[Í©� �F�
Hi, H̄i

�/�[�O���
�F�µ�W�[� ¿��AÎ[���F�����x�x�¦�µ�
�¦����� �n�¢�g�x£c°&�A�x�
�x���F����� ���
�x²[���
±�¤%�;�W�[� ¿��AÎ[���
p
�
�[� �����Q���¦��¡S��� ���

���
�
2n + 2

���[�n�
� ��� �[�n�"Ç�» z È&«�� �%���[���W�[�/���"�
�[�n�
2n + 2

������®X��� �x�O�g�;� � �n���g��¨A� �F�7�����F���)�
�"�
�x²[���
2n + 1

£
¤%�F�;�W�[� ¿��AÎ[���F�;�x� �x���x�O�g��� ���F�

H
���

H̄
�[�O�)�
�[�n���A�J�
�x²[���!���U�A� �n���x²O���*¯

2n + 1
£

¤%�F���W�[� ¿��AÎ[���F�
Hi

�/�[�O�;���x�¦� § �A�
p
� �O���x���W�[� �

f
¼A� �¦�)�[¨W�x½Ú���/�x�O�)�
�[�n�!¯ �
�F�)���[�n�
� ��� �[�n�;�¦�
�x�O��� § �A�F�)¯

���x� � �F� § �A� ��� ���¾�F����� ���F�)�W�[�A��� �F�&�W�[� ¿��AÎ[���F�)�x� �x���x�O�g��� ���F�&�
�©¤
��²[�g���A²[�[£AË����n���g��� ���
�©��ªx���-�g���¦�/�[�n��¨A� �
§ �A�;� �F�µ�W�[� ¿��AÎ[���F�¾�
�x��� °[�F�

H̄ ′
i

�/�[� �x�O���g�A�[�¦�/�¦�¾�
�;¡S�[Ì��[��¯"��� § �A�
p′
� �O���x���W�[� �

f ′ � � � �[Í©�A�A���A�[�A°[�x� � ���/�x��� ��
�©���[�n�
� ��� �[�n�x£1üH���¦�&���x�¦�X�A�©�/�
®��"�n�[��«1� ���A��¡S���
�"�n�[� § �-� �F�
H ′

i

°�� �x�A�A�x�O���W�x�/���A��¨W�x��� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�
�
�

f ′ � �A� § �A��� �F� H̄i

�
�������A�¦�/�x�O�;� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[�X�
�
f
«
���F�7�W�[� ¿��AÎ[���F���
�[� °[�x�O��ª������&���A�¦�;�/�A��� �F���A� °[���g�x£
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´ � �[¨
��� �x�n����� �n�/� § �n�Q�����!�/�x��� �F�;�
�����[�n�
� ��� �[�n�

Hi(xk) = δi,k i, k = 0, 1, 2, . . . , n, (a)

H ′
i(xk) = 0 i, k = 0, 1, 2, . . . , n, (b)

H̄i(xk) = 0 i, k = 0, 1, 2, . . . , n, (c)

H̄ ′
i(xk) = δi,k i, k = 0, 1, 2, . . . , n. (d)

Ç�»�ÃOÈ
À7�n� § �A�&�W�[� ¿��AÎ[���&�x� �x���x�O�g��� ���)�[¨W�x� ��¯

2n+ 2
���[�n�
� ��� �[�n�7���;�W�x�
���
�[�n�)ª��������
�"�
�x²[���

2n + 1
���X�A� �n�x£

´[�&���[�����x�n���)�n�������[�n�������A� ����� �)�W�[� ¿��AÎ[���
H̄i

£OË��W� � ���A���A� � �&��� �n�/� § �A�&�����
�x��� °[�x�)�/�A�����[�n��� �F���A� °[���g�
k 6= i

¼�� �W�[�
�������
�[�n�)�
�F�µ�g�[��� �A�F���
�[�A¨A� �F�µ�x�X���F�µ�W�[� �O�g���������n���/�A�A�A�)�g�[��� �A���/� ���A� �)�x�
xi

£[Ë��W� � ���
�A��� ���
¡S�[��� � �x���x�O��¯ � � ���¦�
�-�
�H�W�[� ¿��AÎ[�����x� �x���x�O�g��� �����
�©¤
��²[�g���A²[�

Li(x)
���[�n�������A� ���/�A�&� �F�)��ªx���F�)�A� °[���g�)���

�
�U¡S�[�¢���x�A�
x − xi

«
H̄i(x) = C[Li(x)]2(x − xi).¤
���
�x��� °[�x�

H̄ ′
i(xi)

°Q���
� z ÇS���[�n�
� ��� �[�J»�ÃnÇS�nÈ/È � ��� § �A�%� ���W�O�/�
C ≡ 1

£
¤%�!�W�[� ¿��AÎ[���

Hi(x)
�[�
���������[�n�;� �F�;�A� °[���g�������
¡

xi

���[�����!�g�[��� �A�F�;�
�[�A¨A� �F�x£
Ë��%�W�x�
�&�
�[�n�!� � �F����� ���

Hi(x) = [Li(x)]2ti(x),

�x�±�
�F�/� ²[�n���O�!�n���
ti
�A�±�W�[� ¿��AÎ[��� �
�±�A���x��� �x���
�x²[���-���x� § �A�

Hi

���F�/�W�F�¢����� �F�!���[�n�
� ��� �[�n� Ç�»�Ã[� � ¨WÈ&�x�
xi

«

Hi(xi) = [Li(xi)]
2ti(xi) = ti(xi) = 1 ; H ′

i(xi) = 2Li(xi)L
′
i(xi) + L2

i (xi)t
′
i(xi) = 0.

É)�J�x���¦���A�%�����n���
� ®X���A� ���!���[�O����� § �A�

ti(x) = 1− 2(x − xi)L
′
i(xi).

¤ � �x�����x�A��� � � �O���x���W�[�¦�Q��� �[��� � �[¨
��� �x�O���n�����A���g���¦�/�[�A�A�x���x�O���x��� § �A�!�/�A�)���x� �A�
�
�}´QÃ�¼��x� � ��� � �F����� �

f(X) − p(X) =
[π(X)]2

(2n + 2)!
f (2n+2(ξ),

Ç�»\��È
� � ��¨n�����¦���/�

ξ
���A�n���/���x�n���O�����U�A� �n���W����� �&� �O���x��°Q��� � � § �A�%���[�O��� �x�O�

X
�������[�n��� �F�;�A� °[���g�

xi

£

µ §1�-��ä;ì
�������"������� ���}¨�ä;ì¾æ
ä
¤%�[�g� § �A� � �)�
�¦�/�W�O�/�;� � �A�A�;�g��¨A� ���
��°Q��� �x�A�g�¾� � �A�A�;¡C�[�n�¢��� �[�

f
� � � �F����¯"�
� ����� � �A�©�x�n�/�x�-¨A� ���
�)���[�A�A� �F�

xi, fi

� ��� § �A� � � �g�A�x�g�g�A�©�¦�>°Q��� �x�A���
��� � ����²[�A���x�O�
x
���[�����F�/�W�[�n�A���O�"¯>�A�A��°Q��� �x�A�!�
�

f
§ �A�µ�A� Á ²[�A���

�n�[���A���n�µ�¦�"�g��¨A� � �¢� �&�
�[�¦����¶1�F�¢���A�x���A�A�)� �O���x���W�[�¦�Q��� �[��� ��°[�x�g�/�[£QË��W� � ��²[� ���x��¡S��� ��� � � �O���x���W�[� �x���¦��¡C�[�n�¢��� �[�
� ��°[�x�g�/�

f−1 ¯©�n���/��� �)�
�!�A� °[���g� § �A�%�A���/�[�O��²[�x�A�x�g��� �x���x�O�;�n�[�;� § �A�¦�
�¦���g���O�g�x£¤
�"���F�g�A�x�g�g�A�;� � �A�A�)�g�[��� �A���
��� � � § �n�Q��� �[�
f(x) = 0

�W�x�
�����x� �x°[�x���
�)���;¡C�[��� ��� �¦�/���[£[Ý�� � �)���[�A�n���¦�¾� �F�
°Q��� �x�A�g�;�
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· b%E�K¬T¾@SE¹¸ e E Z�]�EONQZ�]�E @S? DFVW@SI
jFPSVW=º0�E
cosx = x

k-DF?AZ�]�?A=1j(R*I�» E�@S@SE�E�Dxj¬iWVWPSDFPS=�E�0�E�m%k½¼
NQ?�0�PS?A=�¸ e E¤�ÚVnNQKME�@S?­jF?�¾¾@SEJDFI�PCiA?A=1jFE

x cosx − x
0, 5 0, 377583
0, 6 0, 225336
0, 7 0, 064842
0, 8 −0, 103293
0, 9 −0, 278390

¿ ?­NQ?AZ[PS=�E­E�Dxj©jFE�@S@SE�R*I�E
0, 7 > f−1(0) > 0, 8 À�Á » E�=�jxNQVWI
iWE­I�=�EJ?
T�T�NQVcb%PSKM?
jFPSVW=�T¾?
NUPS=1jFEON�T7VAf

@S?
jFPSVW=õ@SPS=�L�?APCNQE�DFE�@SVW= ¿ ?�ÂnNQ?A=
ÂWE"Ã

x∗ = 0, 7
0 − (−0, 103293)

0, 064842− (−0, 103293)
+ 0, 8

0 − 00, 64842

−0, 103293− 0, 064842

DFVWPCj
x∗ = 0, 738565

EOj
f(x∗) = 0, 00087

¸
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NQD[k
@SE�T7VW@CB%=
ÌWKME

π(x)
EOjJ@S?l0�LONQPCiWL�E"0�» VnN\0
NQE

n
É�VWI

2n
ÊÍ0�EM@S?l�ÚVW=�Z�jFPSVW=�R*I�P"DFVW=1jUi*NQ?APSDFE�Kj¾¾@S?�f

¾¾@SE�KME�=1j-NQ?
T¾P�0�E�KME�=1j©Z�NQVWPSDFDF?A=1j ?[iWE�Z
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e EÕT7E�I�b Z[EOT7E�=
0�?A=1j¬?AI
ÂWKME�=1jFEONlÇ�iWVW@SVW=1jFLÕ@SEÕ=�VWKj¾�NQEd0�E(T¾PCiWVnjFD[k}ÎfÏ6Ð�Î	�Ú?APCNQE�Z�NQVWPCjxNQE
@È» VnN\0
NQEh0�» PS=1jFEON�T7VW@S?
jFPSVW=�¸ ¿ ?(Ñ�ÂWI
NQEõKMVW=1jxNQE�@SE�T�NQPS=�Z[PCT7Eh0�EõZ[EõjFVWI
j­T7EOjFPCj­KMPCNQ?AZ[@SE¹¸)\&VWI
N
PS=1jFEON�T7VW@SEON"@S?Í�ÚVW=�Z�jFPSVW=­NQEOT�NQL�DFE�=1jFL�E©T¾?
N�@S?>Z[VWI
N.¾7E�E�=�=�VWPCN�k Á » ?AP�0�LSÑ¾=�P
Ò T¾PCiWVnjFD³ÉÈ0�» ?�¾¾DFZ[PSDFDFE�D
f-ÓWkÕÔ%k�f¢m%k½Ò*k�m%k"m%k½Ò*k8ÓWk ÖZÊJEOj[k�Z[Ed�Ú?APSDF?A=1j[k>Ö PS=1jFEON�iA?A@S@SE�Df¸ e EõT�NQ?
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jFPSVW=�0�I
T�NQE�KMPSEONx0�EcÂnNQL×0�?A=�D>Z�]�?AR*I�E¬PS=1jFEON�iA?A@S@SE À @S?"�ÚVW=�Z�jFPSVW=�@SPS=�L�?APCNQE­Z[VnN�NQE�DxT7VW=
0�?A=1jFE�E�Dxjx0�LSÑ¾=�PSE
T7VWI
N jFVWI
j

x
Ã�E�@S@SE�E�Dxj©NQEOT�NQL�DFE�=1jFL�E�T¾?
N>I�=�EJ@SP�ÂW=�EUT7VWPS=1jFPS@S@SL�E¹¸
Æ-EOT7E�=
0�?A=1j[k Á EJ=�» I
jFPS@SPSDFEUR*I�E

@S?JNQE�DxjxNQPSZ�jFPSVW=h0�E�Z[EOjxjFEr�ÚVW=�Z�jFPSVW=hÇ­@È» PS=1jFEON�iA?A@S@SEUZ[VW=�DFP�0�LONQLWk
Z�» E�Dxj�f�Ç�f�0�PCNQEUR*I�E Á » ?ADFDFPSKMPS@SEX@È» ?
NQZ
0�EJZ[VWI
N.¾7EJT¾?
NU@SEJDFEcÂWKME�=1j�NQEOT�NQL�DFE�=1jFLHE�=õjxNQ?APCj LOT¾?APSDf¸
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Æ-EOT7E�=
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T�T¾@SPSZ[?
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{Gç §1�-��ä;ì
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¿ EHKMVnjränDxT¾@SPS=�E�æ�0�L�DFP�ÂW=�EJE�=(?A=
ÂW@S?APSD�I�=�EJN\ácÂW@SEJDFVWI
T¾@SE�EOj L�@S?ADxjFPSR*I�E�É�I�=�Er¾¾?�ÂWI�EOjxjFE¤0�E

¾7VWPSD­VWI I�=�E(@S?
jxjFE�Ê¤0�VW=1j±@SE�D×0�E�DFDFPS=�?
jFE�I
NQD�DFEõDFEON�iA?APSE�=1j�T7VWI
N¬jxNQ?AZ[EONl0�E�D±Z[VWI
N.¾7E�D�@SPSDFDFE�D
É�VWI¬NQLcÂWI�@SP�áONQE�D\Ê&T¾?ADFDF?A=1j�T¾?
N³0�E�D!T7VWPS=1jFD�PSK¬T7VWDFL�Df¸ ¿ EUZ[?A@SZ[I�@�0�IMT�NQV6Ñ¾@�0�» I�=¬T7VW=1j-VWIl0�» I�=�E
?APS@SEx0�» ?[i%PSVW=h�ÚVWI
NQ=�PCj-@SE�D-Z[V%VnN\0�VW=�=�L�E�D�0�» I�=ÙE�=�DFE�Kj¾¾@SEÍ0�EUT7VWPS=1jFD À PS@µ?
T�T¾?
N�jFPSE�=1j�E�=�DFI�PCjFEU?AI0�E�DFDFPS=�?
jFE�I
Nj0�EÙT�NQVk0�I�PCNQEÙI�=�EÙZ[VWI
N.¾7EÙE�DxjF]�LOjFPSR*I�EÙVWIú?ALONQVk0
B%=�?AKMPSR*I�EMKM?APSD�T¾?ADFDF?A=1jHT¾?
N
@SE�D&T7VWPS=1jFD"Z[?A@SZ[I�@SL�Df¸ ¿ ?g�ÚVnNQKME*0�EX@S?>N\ácÂW@SE DFVWI
T¾@SE�LOjF?APCj!? Á I�DxjFL�EXE�=�B±DFI�DxT7E�=
0�?A=1jË0�E�D�T7VWP�0�D
VWIõE�=ÙB�?
jxjF?AZ�]�?A=1jx0�E�D-NQE�DFDFVnN�jFD�E�=h0�E�D©T7VWPS=1jFD8¾¾PSE�=õZ�]�VWPSDFPSDf¸ ¿ » PS=1jFEON�T7VW@S?
jFPSVW=�DxT¾@SPS=�EUE�Dxj�@S?
jxNQ?�0�I�Z�jFPSVW=(?A@�Â¹áS¾�NQPSR*I�Er0�EHZ[EHDF?[iWVWPCNFf��Ú?APCNQE¹¸
e EÙiA?APSD¤0�LOjF?APS@S@SEON­I�=újgB*T7EÙT¾?
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DFVW=1j*��NQL�R*I�E�KMKME�=1j�I
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f(x)
DFI
NU@È» PS=1jFEON�iA?A@S@SE

I = [a, b]
¸¾\&VWI
NUZ[E�@S?*k Á EHZ�]�VWPSDFPSDI�=�E�T¾?
N�jFPCjFPSVW=d0�E

I
a ≡ x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn ≡ b.

Ç�» Ä È
Æ-E�D

n+1
?�¾¾DFZ[PSDFDFE�Dë0�LSÑ¾=�PSDFDFE�=1j

n
DFVWI�D�fgPS=1jFEON�iA?A@S@SE�D

[xi−1, xi]
¸ ¿ ?x�ÚVW=�Z�jFPSVW=�DxT¾@SPS=�E

s(x)
NQLOT7VW=
0

?A@SVnNQD�?AI�bõZ[VW=1jxNQ?APS=1jFE�D DFI�PCiA?A=1jFE�D
ì ÝU?A=�D�Z�]�?AR*I�E¬PS=1jFEON�iA?A@S@SE

[xi−1, xi]
k7@S?��ÚVW=�Z�jFPSVW=�0�» PS=1jFEON�T7VW@S?
jFPSVW=ÕE�DxjUI�=�T7VW@CB%=
ÌWKME¤0�E
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s
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s′
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0�E

s′′
DFVW=1j�Z[VW=1jFPS=*I�E�D�0�?A=�D

I
¸

ì s(x)
PS=1jFEON�T7VW@SEJ@S?j�ÚVW=�Z�jFPSVW=

f
DFI
N

[a, b]
k
s(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n

¸
\&VWI
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e EJT7E�I�bMT7VWDFEON

s(x) = ai + bix + cix
2 + dix

3 xi−1 ≤ x ≤ xi i = 1, 2, . . . , n.
Ç�»&�OÈ

¿ E�DHPS=�Z[VW=�=*I�E�DHDFVW=1jH@SE�D
4n
Z[V%ESîMZ[PSE�=1jFD

ai, bi, ci, di
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mi ≡ s′′(xi), i = 0, 1, 2, . . . , n

¸
Æ-VWKMKME

s
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N

[xi, xi+1]
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s′′

Ã

s′′(x) ≡
1

hi

[(xi+1 − x)mi + (x − xi)mi+1],

hi ≡ xi+1 − xi,

i = 0, 1, 2, . . . , n − 1.
Ç�»OÂ�È

e » PS=1j-ácÂnNQEXKM?APS=1jFE�=�?A=1j80�E�I�b	�ÚVWPSD!T¾?
N©NQ?
T�T7VnN�j8Ç
x
k%Z[EUR*I�Pí�Ú?APCj�?
T�T¾?
NQ?cï�jxNQEg0�E�I�b¬Z[VW=�DxjF?A=1jFE�D

?
N.¾¾PCjxNQ?APCNQE�D
Ci

EOj
Di

s(x) =
(xi+1 − x)3mi + (x − xi)

3mi+1

6hi

+ Ci(xi+1 − x) + Di(x − xi).

e » PSK¬T7VWDFE­KM?APS=1jFE�=�?A=1jJ@SE�D�Z[VW=
0�PCjFPSVW=�D�0�» PS=1jFEON�T7VW@S?
jFPSVW= T7VWI
NHV6¾�jFE�=�PCN­@SE�D�ESb*T�NQE�DFDFPSVW=�DUDFI�P f
iA?A=1jFE�D³0�E�D�Z[VW=�DxjF?A=1jFE�D³0�» PS=1jFLcÂnNQ?
jFPSVW=

Ci =
fi

hi

−
himi

6
Di =

fi+1

hi

−
himi+1

6
.

¿ EJT7VW@CB%=
ÌWKME
s
T�NQE�=
0õ?A@SVnNQD I�=�E¤�ÚVnNQKME�?ADFDFE � DxB%KMLOjxNQPSR*I�E

s(x) = (xi+1−x)3mi+(x−xi)
3mi+1

6hi

+ (xi+1−x)fi+(x−xi)fi+1

hi

− hi

6 [(xi+1 − x)mi + (x − xi)mi+1],

xi ≤ x ≤ xi+1,
i = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Ç�»&LOÈ

ð VWI�D"T7VWI
iWE � iWLONQP�Ñ¾EON�R*I�E
s
E�Dxj>¾¾PSE�=¬Z[VW=1jFPS=*I�E>DFI
N

[a, b]
¸Zã�@µKME�NQE�DxjFEÍÇ�T�NQE�=
0
NQE>E�=¬Z[VWK¬T�jFE

@S?JZ[VW=1jFPS=*I�PCjFL�0�E
s′ À T7VWI
N�Z[E�@S?*k Á » ESb*T�NQPSKMEXZ[EOjxjFE�0�LONQPCiWL�Eg0�?A=�D80�E�I�b¬PS=1jFEON�iA?A@S@SE�D-DFI�Z[Z[E�DFDFP��ÚDf¸

ÝU?A=�D
[xi, xi+1]

s′ =
−(xi+1 − x)2mi + (x − xi)

2mi+1

2hi

+
fi+1 − fi

hi

−
(mi+1 − mi)hi

6
?A@SVnNQD�R*I�E¤0�?A=�D @È» PS=1jFEON�iA?A@S@SEUT�NQL�Z[Lc0�E�=1j

[xi−1, xi]
ÃÛÃ

s′ =
−(xi − x)2mi−1 + (x − xi−1)

2mi

2hi−1
+

fi − fi−1

hi−1
−

(mi − mi−1)hi−1

6
.

Æ-E�D*0�E�I�b�ESb*T�NQE�DFDFPSVW=�D}0�VWPCiWE�=1j�iWLONQP�Ñ¾EON
lim

x→x
+

i

= lim
x→x

−

i

i = 1, 2, . . . , n − 1.
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jFPSVW=õ?ADFDFE � DFPSK¬T¾@SE>DFI�PCiA?A=1jFE
hi−1

6
mi−1 +

hi−1 + hi

3
mi +

hi+1

6
mi+1 =

yi+1 − fi

hi

−
fi − fi−1

hi−1
, i = 1, 2, . . . , n − 1.

Ç�»&MOÈ
e E­i%PSE�=�D�0�» V6¾�jFE�=�PCN

n − 1
L�R*I�?
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n + 1
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(a, b)
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T¾?
N

ESb%E�K¬T¾@SEWk
DFI
T�T7VWDFEON Z[VW=�=*I�E�D @SE�D©T7E�=1jFE�D*0�IõT7VW@CB%=
ÌWKME�0�» PS=1jFEON�T7VW@S?
jFPSVW=�E�=(Z[E�D©T7VWPS=1jFD�Ã

s′(x0) = f ′
0 s′(xn) = f ′

n,
ÇSÃf�OÈ

V¹ñ
f ′
0, f

′
n

VW=1j"0�E�D±Z[VW=�DxjF?A=1jFE�Df¸ · = I
jFPS@SPSDF?A=1j±@SE�D�ESb*T�NQE�DFDFPSVW=�D×0�E
s′
i%I�E�D�T�NQL�Z[Lc0�E�KMKME�=1j[k

T7VWI
N
i = 0

EOj�T7VWI
N
i = n − 1

k Á » V6¾�jFPSE�=�D©@SE�D*0�E�I�b�L�R*I�?
jFPSVW=�D�KM?A=�R*I�?A=1jFE�D
h0

3
m0 + frach06m1 =

f1 − f0

h0
− f ′

0,

hn−1

6
mn−1 +

hn−1

3
mn = f ′

n −
fn − fn−1

hn−1
.

¿ » E�=�DFE�Kj¾¾@SE�0�E�D�L�R*I�?
jFPSVW=�D*0�LSÑ¾=�PSDFDF?A=1j @SE�D
mi

T7E�I
j*ÞOjxNQEHKMPSD©DFVWI�D}�ÚVnNQKMEJKM?
jxNQPSZ[PSE�@S@SE

AM = B

E�=�0�LSÑ¾=�PSDFDF?A=1j

BT ≡

[

f1 − f0

h0
− f ′

0,
f2 − f1

h1
−

f1 − f0

h0
, . . . ,

fn − fn−1

hn−1
−

fn−1 − fn−2

hn−2
, f ′

n −
fn − fn−1

hn−1

]

,

MT ≡ [m0, m1, . . . , mn],

A =























h0

3
h0

6 0 · · · 0
h0

6
h0+h1

3
h1

6

0 h1

6
h1+h2

3
h2

6

0

¸ ¸ ¸
¸¸¸ hn−2

6
hn−2+hn−1

3
hn−1

6

0 · · · hn−1

6
hn−1

3






















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N	0�E�D
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NQR*I�E>jFVWI
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jFPS@SPSDFEWk
T7VWI
Nx0�LOjFEONQKMPS=�EON Z[VWK¬T¾@�áOjFE�KME�=1j-@SE�D

mi

kí0�E�I�b�Z[VW=
0�PCjFPSVW=�D�R*I�P;=�E¤�ÚVW=1jXPS=1jFEON�iWE�=�PCN>?AI�Z[I�=�E
0�VW=�=�L�E DFI
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jxNQVWPSDFP�á�KMEÍ0�E

s
T7VWI
N @SE�0�E�I�b%P�á�KME>EOj©@È» ?[iA?A=1j�f�0�EONQ=�PSEON�T¾PCiWVnjf¸íÆ-E�@S?�NQEOi%PSE�=1j}Çj0�PCNQEUR*I�E

s
E�Dxj

I�=�PS=1jFEON�T7VW@S?A=1j>DxT¾@SPS=�EHT7VWI
N�@SE�DX=�V%E�I
0�D
x0, x2, x3, . . . , xn−2, xn

k7KM?APSD PS=1jFEON�T7VW@SE­Z[EOT7E�=
0�?A=1j
DFI
N jFVWI�D @SE�D©T¾PCiWVnjFD

x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn

¸
e E±NQEOT�NQE�=
0�@È» ESb%E�K¬T¾@SEj0�Iåô[o%k�@È» PS=1jFEON�T7VW@S?
jFPSVW=i0�E¬@S?��ÚVW=�Z�jFPSVW=

1/(1 + x2)
¸ ð VWPSZ[P&@SE�T�NQVAf

ÂnNQ?AKMKMEJY%Z[PS@S?�¾�k¾DFI�PCi%PÛ0�IdÂnNQ?
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